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Ensembles de Sidon

Ensembles de Sidon

Définition.

Soit G un semi-groupe abélien. Un ensemble de Sidon dans G est une partie
S ⊂ G dont les sommes de deux éléments sont uniques :

∀a, b, c, d ∈ S, (a + b = c + d ⇒ {a, b} = {c, d}).

• Provient de l’analyse harmonique : si Supp(f̂) est un ensemble de Sidon alors on
contrôle la taille des coefficients de Fourier de f2 (et de |f |2).

• Les ensembles de Sidon sont souvent « épars ». Par exemple, ils ne peuvent contenir
de milieu (caractérisés par a + a = b + c) ou de 3-AP (caractérisés par
a + (a + 2r) = (a + r) + (a + r)).
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Ensembles de Sidon

Ensembles de Sidon dans les intervalles

• Un argument simple montre que si S ⊂ J1, nK est de Sidon alors(
|S|
2

)
+ |S| ≤ 2n

et donc
|S| ≪

√
n.

• L’algorithme glouton produit un ensemble de Sidon tel que

|S| ≫ n1/3.

• Chowla (1944), en suivant Erdös-Turán (1941), a montré que le plus grand ensemble
de Sidon S ⊂ J1, nK vérifie

|S| ∼
n→+∞

√
n.
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Ensembles de Sidon

Ensembles de Sidon infinis

• Si S ⊂ N est un ensemble de Sidon, alors

|S ∩ J1, nK| ≪
√

n

log n

(Stöhr, 1955).

• Les Sidon de Chowla ne peuvent donc pas se « concaténer », mais les Sidon
gloutons le peuvent, donc on peut trouver un Sidon S ⊂ N tel que

|S ∩ J1, nK| ≫ n1/3.

• La meilleure borne est due à Ruzsa (1998) : à partir du fait que les log p, p premier,
forment un ensemble de Sidon, Ruzsa utilise la méthode probabiliste pour montrer
qu’il existe un Sidon S ⊂ N tel que

|S ∩ J1, nK| = n
√

2−1+o(1).

• Erdös-Sárközy-Sós (1995) montrent qu’il n’existe pas d’ensemble de Sidon S ⊂ N tel
que S + S contienne tous les entiers assez grands. C. Pilatte (2024) montre qu’on
peut avoir S + S + S contenant tous les entiers assez grands.
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Ensembles de Sidon

Et dans R?

• Que peut-on dire sur les ensembles de Sidon dans R?

Est-ce qu’ils peuvent être
« gros » ou de somme « grosse » ?

• Si S ⊂ R est un Sidon mesurable, alors λ(S) = 0 (mesure de Lebesgue) : Si E ⊂ R
est mesurable de mesure strictement positive alors E + E contient un intervalle I
(Steinhaus, 1920), et il existe x ∈ I tel que a + b = x a un nombre non dénombrable
de solutions dans E2.

Théorème. (Folklore)

Il existe un ensemble de Sidon S ⊂ R tel que S + S = R. De plus, on peut le
construire tel que :

1 Ou bien λ(S) = 0.
2 Ou bien λ∗(S) = +∞ (mesure extérieure).
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Ensembles de Sidon

Idée de démonstration

• On utilise l’axiome du choix sous la forme suivante : en notant c le cardinal de R, il
existe une énumération bien ordonnée (toute partie non vide admet un minimum)
(xα)α<c de R.

• On construit S par « approximations » , une famille croissante (Sα)α<c d’ensembles
de Sidon de sorte que xα ∈ Sα + Sα pour tout α < c.

• On procède par récurrence transfinie. On commence avec S0 = {a0, b0}, où
a0, b0 ∈ R sont tels que x0 = a0 + b0. Puis, si β < c et les Sα ont été construits pour
α < β, alors :

1 Ou bien xβ ∈ Sα + Sα pour un α < β et on pose Sβ =
⋃

α<β
Sα.

2 Sinon, on peut trouver aβ , bβ ∈ R tels que aβ + bβ = xβ et Sβ =
⋃

α<β
Sα ∪ {aβ , bβ}

est toujours un ensemble de Sidon. (Les couples (a, b) tels que ce ne soit pas le cas sont
de cardinal < c.)
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Ensembles indépendants

Ensembles indépendants

Définition.

Soit G un groupe abélien. Un ensemble E ⊂ G est dit indépendant quand il est
linéairement indépendant sur Z.

• Il n’existe pas d’indépendant E ⊂ R tel que E + E = R (sinon le réel a + b + c avec
a, b, c ∈ E distincts devrait s’écrire d + e avec d, e ∈ E, ce qui contredit
l’indépendance linéaire).

Théorème. (Körner, 2009)

Pour tout q ∈ N∗, il existe un fermé E ⊂ R/Z tel que :

1 Pour tout m1, . . . , m2q−1 ∈ Z, l’équation
2q−1∑
j=1

mjxj = 0 n’a que des

solutions triviales avec x1, . . . , x2q−1 ∈ E.
2 λ(q.E) > 0.

Alexandre Bailleul Grands ensembles évitants 28 janvier 2025 10 / 23



Ensembles indépendants

Ensembles indépendants

Définition.

Soit G un groupe abélien. Un ensemble E ⊂ G est dit indépendant quand il est
linéairement indépendant sur Z.

• Il n’existe pas d’indépendant E ⊂ R tel que E + E = R (sinon le réel a + b + c avec
a, b, c ∈ E distincts devrait s’écrire d + e avec d, e ∈ E, ce qui contredit
l’indépendance linéaire).

Théorème. (Körner, 2009)

Pour tout q ∈ N∗, il existe un fermé E ⊂ R/Z tel que :

1 Pour tout m1, . . . , m2q−1 ∈ Z, l’équation
2q−1∑
j=1

mjxj = 0 n’a que des

solutions triviales avec x1, . . . , x2q−1 ∈ E.
2 λ(q.E) > 0.

Alexandre Bailleul Grands ensembles évitants 28 janvier 2025 10 / 23



Ensembles indépendants

Ensembles indépendants

Définition.

Soit G un groupe abélien. Un ensemble E ⊂ G est dit indépendant quand il est
linéairement indépendant sur Z.

• Il n’existe pas d’indépendant E ⊂ R tel que E + E = R (sinon le réel a + b + c avec
a, b, c ∈ E distincts devrait s’écrire d + e avec d, e ∈ E, ce qui contredit
l’indépendance linéaire).

Théorème. (Körner, 2009)

Pour tout q ∈ N∗, il existe un fermé E ⊂ R/Z tel que :

1 Pour tout m1, . . . , m2q−1 ∈ Z, l’équation
2q−1∑
j=1

mjxj = 0 n’a que des

solutions triviales avec x1, . . . , x2q−1 ∈ E.

2 λ(q.E) > 0.

Alexandre Bailleul Grands ensembles évitants 28 janvier 2025 10 / 23



Ensembles indépendants

Ensembles indépendants

Définition.

Soit G un groupe abélien. Un ensemble E ⊂ G est dit indépendant quand il est
linéairement indépendant sur Z.

• Il n’existe pas d’indépendant E ⊂ R tel que E + E = R (sinon le réel a + b + c avec
a, b, c ∈ E distincts devrait s’écrire d + e avec d, e ∈ E, ce qui contredit
l’indépendance linéaire).

Théorème. (Körner, 2009)

Pour tout q ∈ N∗, il existe un fermé E ⊂ R/Z tel que :

1 Pour tout m1, . . . , m2q−1 ∈ Z, l’équation
2q−1∑
j=1

mjxj = 0 n’a que des

solutions triviales avec x1, . . . , x2q−1 ∈ E.
2 λ(q.E) > 0.

Alexandre Bailleul Grands ensembles évitants 28 janvier 2025 10 / 23



Ensembles indépendants

Le résultat de Körner

• Pour q ≥ 2, cela inclut l’équation a + b − 2c = 0, et donc les ensembles sans 3-AP.

• Pour q ≥ 3, cela inclut l’équation a + b − c − d = 0, et donc les ensembles de Sidon.

• Körner utilise le lien entre décroissance à l’infini de la transformée de Fourier d’une
mesure et l’absence de relation linéaire dans son support.

• Pour montrer l’existence de son ensemble E, il invoque le théorème de Baire dans
un espace de fermés de R/Z convenable.
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Ensembles indépendants

Théorème. (B.-Riblet, 2024)

Il existe un ensemble indépendant K ⊂ R/Z tel que λ∗(K) = 1. En particulier,
λ∗(q.K) > 0 pour n’importe quel q ∈ N∗.

• Comme pour les Sidon de somme R, on effectue la construction par récurrence
transfinie. À chaque étape, on ajoute un élément xβ de sorte que {xα | α ≤ β} soit
linéairement indépendant sur Z.

• On a
λ∗(K) = inf{λ(O) | O ouvert, K ⊂ O}

donc, pour avoir une mesure extérieure pleine, il suffit de faire en sorte que

λ∗(Kc) = sup{λ(F ) | F fermé, F ⊂ Kc} = 0.
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Ensembles indépendants

Suite de démonstration

• On utilise alors les faits suivants :
1 (Théorème de Cantor-Bendixson) Tout fermé de R/Z s’écrit sous la forme P ∪ D où P

est un fermé parfait (sans point isolé) et D est dénombrable.

2 Il y a c fermés parfaits non vides, on les énumère sous la forme (Pα)α<c.
3 Chaque fermé parfait non vide possède c éléments (ils contiennent tous un ensemble de

Cantor).

• On peut alors choisir xβ ∈ Pβ à chaque étape. Ainsi, on a K ∩ Pα ̸= ∅ pour tout
α < c et donc Pα ̸⊂ Kc. Si F ⊂ Kc est fermé, alors F est dénombrable et donc de
mesure nulle !

• Donc λ∗(Kc) = 0 et λ∗(K) = 1.
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Un problème d’axiomes

L’éléphant dans la pièce

• L’utilisation de l’axiome du choix est-elle vraiment justifiée?

Théorème. (B.-Riblet, 2024)

« La construction d’un ensemble E ⊂ R/Z tel que λ∗(E+E) > 0 et E n’admet pas
de solution non triviale à n’importe quelle équation linéaire d’ordre 4 nécessite
l’axiome du choix. »

• Ça correspond au cas q = 2 du théorème de Körner, avec des relations linéaires
d’ordre 4 = 2q > 2q − 1 = 3.

• Plus formellement, on ne peut pas montrer l’existence d’un tel ensemble
uniquement avec les axiomes ZF + DC (axiomes usuels de Zermelo-Fraenkel +
axiome du choix dépendant).
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Un problème d’axiomes

E est non mesurable

• Il suffit de montrer qu’un ensemble E ⊂ R/Z tel que λ∗(E + E) > 0 et E n’admet
pas de solution non triviale à n’importe quelle équation linéaire d’ordre 4 est non
mesurable.

• Solovay (1970) a montré qu’il existe des modèles de ZF + DC tels que toute partie
de R (ou de manière équivalente, R/Z) est Lebesgue-mesurable.

• Si un tel E était mesurable, E + E le serait aussi, et comme λ(E + E) > 0,
(E + E) + (E + E) contiendrait un intervalle, ce qui permet de contredire
l’hypothèse sur les relations linéaires d’ordre 4.
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Autres configurations

Ensembles sans trapèze

Théorème. (Máthé, 2017)

Pour tout n ≥ 2, il existe un compact E ⊂ Rn qui ne contient aucun trapèze et
tel que dimH(E) = n − 1 (dimension de Hausdorff).

• C’est optimal car si A ⊂ Rn est borélien et si dimH(A) > n − 1 + ε, alors il existe
une droite D telle que dimH A ∩ D ≥ ε > 0 (Mattila).
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Autres configurations

Ensembles sans trapèze

Théorème. (B.-Riblet, 2024)

Pour tout n ≥ 2, il existe un ensemble E ⊂ Rn sans trapèze tel que dimH(E) = n.

• Il suffit de construire notre ensemble non mesurable, car par définition cela donne
mH,(n−ε)(E) = +∞ (mesure de Hausdorff (n − ε)-dimensionnelle) pour tout
ε > 0, d’où dimH(E) ≥ n.

• Par récurrence transfinie, si on a déjà construit des points dont les deux premières
coordonnées sont (a, b), (c, d) et (e, f), il suffit de construire des points dont les
deux premières coordonnées sont (x, y) avec (x − e)(c − a) − (y − f)(d − b) ̸= 0.
Autrement dit, à l’étape β, on doit éviter |β| < c hyperplans de Rn.

• A l’aide du théorème de Fubini, on montre qu’une réunion de < c hyperplans de
Rn est de mesure nulle.
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Autres configurations

Ensembles sans angle répété

Théorème. (B.-Riblet, 2024)

Pour tout n ≥ 2, il existe un ensemble E ⊂ Rn tel que les angles formés par les
éléments de E soient deux à deux distincts et dimH(E) = n.

• L’idée est la même, on utilise que l’angle θ ∈ [0, π] est déterminé par x, y ∈ Rn

vérifie

cos θ = ⟨x, y⟩
||x|| · ||y|| .

• Si θ fait déjà partie des angles construits aux étapes précédant β, on choisit xβ de
sorte que

⟨xβ , xα⟩2 − cos2(θ)||xβ ||2 · ||xα||2 ̸= 0

pour tout α < β.

• Au lieu d’éviter des hyperplans, on doit éviter des variétés algébriques non triviales
en quantité strictement inférieure à c, dont on peut montrer que la réunion est de
mesure nulle à l’aide du théorème de Fubini.
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Autres configurations

Remarques sur les dernières constructions

• Des travaux d’Erdös-Kakutani et Davies construisent des ensembles comme
précédemment.

Plus précisément, ils construisent une partition dénombrable de
Rn en ensembles indépendants, ou sans angle répété, etc.

• En particulier, au moins l’un des éléments de la partition est de cardinal c, de
mesure de Lebesgue (extérieure) infinie, de dimension de Hausdorff n...

• Cependant ils utilisent l’hypothèse du continu (c = ℵ1 est le cardinal successeur du
cardinal dénombrable ℵ0). En fait ils montrent que leur construction est équivalente
à l’hypothèse du continu !

• Ici, on n’a pas besoin de cette hypothèse car on arrive à montrer que les ensembles à
éviter ont une réunion négligeable, même si |β| < c est beaucoup plus grand que ℵ0.
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Conclusion

Conclusion et questions en suspens

• Peut-on construire un Sidon de somme R sans axiome du choix?

• On a construit un ensemble indépendant K ⊂ R/Z tel que λ∗(K) > 0 (donc de
cardinal c, de dimension de Hausdorff 1, etc.). (D’un point de vue topologique, on
peut également le rendre dense.) On a justifié que l’axiome du choix était
« nécessaire ».

• Peut-on construire un indépendant non maigre au sens de Baire sans axiome du
choix?

• Est-ce qu’un ensemble E ⊂ R/Z sans solution non triviale à des équations linéaires
d’ordre au plus 3 peut être mesurable de mesure positive?

• Peut-on construire un ensemble sans trapèze de dimension de Hausdorff > n − 1
sans axiome du choix?
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Conclusion Merci !

Merci de votre attention !
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