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A. Bailleul Cours-TD d’intégration et probabilités

Révisions.

Exercice 1 (Quelques petites questions...).

1. Soit (E, A, µ) un espace mesuré. Soit une suite de fonctions mesurables (fn)n∈N et une
fonction mesurable f telle que fn −→

n→+∞
f µ-p.p. On suppose que supn

∫
E |fn| dµ < +∞

Montrer que f est intégrable.

2. Donner un exemple de f ∈ L1(R, B, λ) telle que pour tout p > 1, f /∈ Lp(R, B, λ), et un
exemple de f ∈ Lp(R, B, λ) pour tout p > 1 telle que f /∈ L1(R, B, λ).
Que se passe-t-il si l’on remplace (R, B) par ([0, 1], B) ?

3. Trouver un exemple de variables aléatoires X, Y et Z telles que X est indépendante de Y
et de Z mais pas de (Y, Z).

4. Supposons que (Xn)n∈N est une suite de v.a. réelles qui converge en loi vers X. A-t-on
E(Xn) −→

n→+∞
E(X) ?

5. Montrer que des variables aléatoires à densité peuvent converger presque sûrement vers
une variable aléatoire sans densité. Montrer que le sens inverse peut également se produire.

Exercice 2 (Probabilité sur N). Dans cet exercice, on suppose qu’il existe une mesure de
probabilité µ sur P(N) telle que pour tout k ∈ N∗, µ(kN) = 1

k
.

1. Montrer que si a, b ∈ N sont premiers entre eux, alors aN et bN sont indépendants.

2. En déduire que si k ∈ N∗ alors pour tout n > k,

µ({k}) ≤
∏

k<p≤n
p premier

(
1 − 1

p

)
.

3. Montrer que ∏
p≤x

p premier

1
1 − 1

p

−→
x→+∞

+∞

et conclure.

Exercice 3 (Nombres normaux). On rappelle que pour tout entier b ≥ 2, tout réel x ∈ [0, 1[
admet un développement b-adique de la forme

x =
+∞∑
k=1

ak

bk
,
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où pour tout k ∈ N∗, ak ∈ {0, . . . , b − 1}. De plus, ce développement est unique si l’on impose
que l’on n’a pas ak = b − 1 à partir d’un certain rang, et on note alors ak = εk(x). Un nombre
x ∈ [0, 1[ est dit simplement normal en base b lorsque pour tout a ∈ {0, . . . , b − 1},

|{k ≤ N | εk(x) = a}|
N

−→
N→+∞

1
b
.

Il est dit normal en base b lorsqu’il est simplement normal en base bn pour tout n ∈ N∗. Enfin,
il est dit normal s’il est normal en toute base b.

On veut montrer le théorème de Borel : presque tout x ∈ [0, 1[ est normal.

1. Montrer qu’il suffit d’établir que pour tout b ∈ N∗, presque tout x ∈ [0, 1[ est simplement
normal en base b.

2. Montrer que (εk)k∈N∗ est une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes sur
{0, . . . , b − 1}.

3. Soit a ∈ {0, . . . , b − 1}. Montrer que les variables aléatoires Xk = 1{a} ◦ εk sont indépen-
dantes de lois de Bernoulli de paramètre 1

b
.

4. Conclure.

Exercice 4 (Caractérisation des variables aléatoires sans atomes). Soit X une variable aléatoire
réelle. On appelle atome de X tout réel a tel que P(X = a) > 0.

1. Montrer que l’ensemble des atomes de X est au plus dénombrable.

2. Montrer que pour tout a ∈ R,

P(X = a) = lim
T →+∞

1
2T

∫ T

−T
ϕX(t)e−iat dt.

3. Soit Y une variable aléatoire indépendante de X et de même loi que X. Montrer que

P(X = Y ) = lim
T →+∞

1
2T

∫ T

−T
|ϕX(t)|2 dt

et que
P(X = Y ) =

∑
k∈N

P(X = xk)2,

où (xk)k∈N est la liste des atomes de X.

4. En déduire que si ϕX ∈ L2(R), ou si |ϕX(t)| −→
t→+∞

0, alors X n’a pas d’atome.

Exercice 5. La loi de Cauchy de paramètre θ > 0 est la mesure sur B(R) ayant pour densité
par rapport à la mesure de Lebesgue x 7→ θ

π(θ2+x2) .

1. Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de Cauchy de paramètre
θ > 0 est t 7→ e−θ|t|. On pourra utiliser la formule d’inversion de Fourier.

2. Soient X1, ..., Xn des v.a. indépendantes de lois de Cauchy de paramètres θi. Quelle est
la loi de Sn = X1 + · · · + Xn ?
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3. Soit (Xn)n∈N une suite de v.a. indépendantes de loi de Cauchy de paramètre 1. Déterminer
la loi de Sn

n
et en déduire une convergence. Commenter.

Exercice 6 (Processus de Galton-Watson). On étudie l’évolution dans le temps d’une popula-
tion d’individus auto-reproductifs dont on note Zn le nombre à l’instant n, en supposant que la
population commence avec un individu.

Soit X une variable aléatoire intégrable à valeurs dans N. Pour tout n ∈ N, on note P(X =
n) = pn et m = E(X). Soit (Xi,j)i,j∈N une suite de v.a. i.i.d. de même loi que X. Pour tout
i, j ∈ N, Xi,j représente le nombre de descendants du i-ième individu de la n-ième génération.

Ainsi on aura Z0 = 1 et pour tout n ∈ N,

Zn+1 =
Zn∑
i=1

Xi,n.

Pour tout n ∈ N∗, notons πn = P(Zn = 0), et π∞ = P(∃n ∈ N∗, Zn = 0).

1. Montrer que πn −→
n→+∞

π∞. Que vaut π∞ lorsque p0 = 0 ? Et quand p0 = 1 ?

2. On suppose désormais p0 ∈]0, 1[. Notons G : s 7→ E(sX) la fonction génératrice de X.
Montrer que :

(a) G est définie et de classe C1 sur [0, 1].
(b) G est strictement croissante et convexe sur [0, 1].
(c) G est strictement convexe sur [0, 1] si et seulement si p0 + p1 < 1.

3. Pour tout n ∈ N, notons Gn la fonction génératrice de Zn. Montrer que pour tout n ∈ N,
Gn = G ◦ · · · ◦ G (composée n fois).

4. Montrer que π∞ est le plus petit point fixe de G.

5. Montrer que si m ≤ 1 alors π∞ = 1, et que si m > 1 alors π∞ est l’unique point fixe de
G sur [0, 1].

6. Calculer E(Zn) pour tout n ∈ N.

Exercice 7 (Inégalité de Khintchine). Soit ε1, . . . , εn des variables aléatoires indépendantes de
Rademacher ( i.e. valant ±1 avec probabilité 1

2). Soit f = ∑n
j=1 ajε où a1, . . . , an ∈ R. On va

montrer que ||f ||2 ≤
√

e||f ||1.

1. Montrer que ||f ||22 = ∑n
j=1 a2

j . Montrer que l’on peut supposer ||f ||2 = 1.

2. Soit g = ∏n
j=1(1 + iajεj). Montrer que ||g||∞ ≤

√
e.

3. Montrer que pour tout j ∈ {1, . . . , n}, E(εjg) = iaj.

4. En déduire que |E(fg)| = 1. Conclure en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 8 (Intégrale de Poisson). Pour x ∈ R, on pose F (x) =
∫ π

−π ln(1 − 2x cos θ + x2) dθ.

1. (a) Montrer que F est paire, définie et continue sur R, dérivable sur R\{−1, 1}. Donner
une expression de F ′ sous forme d’intégrale.
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(b) Calculer F ′(x) pour x ̸= −1, 1.
(c) Déterminer limx→+∞(F (x) − 4π ln x).
(d) En déduire F (x) pour tout x ∈ R.

2. (a) Quand x ∈] − 1, 1[, retrouver ce résultat en écrivant d’abord ln(x2 − 2x cos θ + 1)
comme somme d’une série (commencer par dériver la fonction de θ).

(b) Déterminer une relation entre F (x) et F
(

1
x

)
et en déduire F (x) pour tout réel x.

Exercice 9 (Escalier du diable de Cantor comme solution d’un problème de point fixe.).
Soit M = {u ∈ C0([0, 1]) | 0 ≤ u ≤ 1, u(0) = 0, u(1) = 1} et d(u, v) = supx∈[0,1] |u(x) − v(x)|.

1. Montrer que (M, d) est complet.

2. Soit ϕ : u 7→ ϕu définie sur M , où pour tout x ∈ [0, 1],

ϕu(x) =


1
2u(3x) si 0 ≤ x < 1

3
1
2 si 1

3 ≤ x ≤ 2
3

1
2 + 1

2u(3x − 2) si 2
3 < x ≤ 1.

Montrer que ϕ est une contraction de M dans M .

3. Conclure.

Exercice 10 (Paradoxe de Bertrand). La longueur des côtés d’un triangle équilatéral inscrit
dans le cercle unité de centre O est

√
3. Le but de l’exercice est de déterminer, de différentes ma-

nières possibles, la probabilité qu’une corde du cercle prise au hasard ait une longueur supérieure
à

√
3.

1. Première méthode : Fixer un des points de la corde. Soit A un point du cercle et soit ABC
un triangle équilatéral inscrit dans le cercle dont A est l’un des sommets. Montrer que
la corde [AD] a une longueur supérieure à

√
3 si et seulement si D appartient à l’arc de

cercle [B, C] et en déduire la probabilité recherchée.

2. Deuxième méthode : Fixer la direction de la corde. Soit [OA] un rayon du cercle et un
triangle équilatéral BCD inscrit dans le cercle tel que l’un de ses côtés soit perpendiculaire
à [OA]. On note I l’intersection entre [OA] et [CD] (quitte à échanger les noms des
sommets). Montrer qu’une corde parallèle à CD et de milieu M ∈ [OA] a une longueur
supérieure à

√
3 si et seulement si M ∈ [OI].

3. Troisième méthode : Par le milieu de la corde. Montrer que (pour M ̸= O) la corde dont
le milieu est M a une longueur supérieure à

√
3 si et seulement si M se trouve dans le

cercle de centre O et de rayon 1
4 .

4. Interpréter le résultat.
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