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Théoréemes limites

Imaginez que 'on lance une piece équilibrée un tres grand nombre de fois et que 1’on regarde
la moyenne des résultats obtenus (en notant 1 pour une face et 0 pour un pile par exemple).
Avec une grande probabilité, cette moyenne sera proche de 1/2. De plus, I'histogramme des
fréquences des moyennes possibles de ces valeurs ressemble de plus en plus a une courbe en
cloche centrée en 1/2. Il s’agit de la manifestation de la loi des grands nombres et du
théoréme central limite.

Dans toute la feuille, si (X,,)n,en une suite de variables aléatoires réelles, alors pour tout
n € N*, on note S,, = 3.1 | X.

1 Loi des grands nombres

Les théoremes concernant le comportement asymptotique de la somme % * 1 X, sont ap-

pelés « loi des grands nombres ». Les conclusions sont similaires mais les hypotheses peuvent
varier. De maniere générale, un résultat de ce type donnant une convergence en probabilité est
appelé loi faible des grands nombres, alors qu’un résultat donnant la convergence presque
stire est appelé loi forte des grands nombres.

Théoréme 1.1 (Loi faible des grands nombres dans L?). Soit (X, )nen une suite de v.a. réelles
L? deuz d deur non corrélées. On note o2 = Var X,, et u, = E[X,]. Si 3 o7 = o(n?) quand
k=1
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Remarque 1.2. En pratique, on applique ce résultat dans le cas particulier ot (X,,)nen est
une suite de v.a. réelles i.i.d. de méme loi que X € L2.

Théoréme 1.3 (Loi forte de grands nombres). Soit (X,,)nen une suite de v.a. réelles i.i.d. de
méme loi que X € L'. Alors 2= 2% E(X).

n—-+40o



Démonstration. (Dans le cas L*)
On peut supposer X centrée. D’apres 'inégalité de Markov, on a, pour tout € > 0,

S 1
P22 >e) < —E(SY.
(‘n _8)_54714 ()
On a .
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Sn—z;Xi—i-GZXin + R,
1= 1<)

ou R, est une somme ne contenant que des termes de la forme XiX;’,XinX,f et X; X,; XX,
avec 1, J, k, [ deux a deux distincts.

Or, X étant centrée, et les X; indépendants, on a E(X;X?) = E(X;)E(X}) = 0, et de méme
E(X,X;X2) = E(X,X; X, X) = 0.

Donc E(Sp}) = S E(X])+63,, E(X7?)? = nE(X*)+3n(n—1)E(X?)%. D’aprés I'inégalité
de Jensen, on a de plus E(X?)? < E(X?), et donc finalement E(S3) < 3n?E(X*). Ainsi,

2 ([5]24) =2 ()

quand n — +oo, donc la série de terme général IP’( %”

> 5) converge. D’apres le lemme de

Borel-Cantelli, (%) e COnVerge presque stirement vers 0. O
n *

/\ La démonstration de 1’énoncé général L' est bien plus compliquée. Dans une lecon, on peut
décemment ajouter « admis » a coté de I’énoncé.

Exemple 1.4. Si (X, ),en est une suite de v.a. i.i.d. de loi B(p) (jeu de pile ou face avec une

N , , 11 2 p-s.
picce pas forcément équilibrée), alors 2= 225 p.
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2 Théoreme central limite
Théoréme 2.1 (Théoreme central limite). Soit (X,,)nen une suite de v.a. réelles i.i.d. de méme
loi que X € L?. On note m = E(X) et 0? = Var(X). Alors

Sn —nm L5 N(0,1).

77,0'2 n——4o0o

Remarque 2.2. Autrement dit, on a, pour tout a < b,

P + \/02 Sn + by i — P Z <b)= L ' zzd
m a o < n m n S (U/< ) \/2—/(1 e 2 dx,

ol Z suit la loi (0, 1), soit encore que, pour n grand, 2 a une loi proche de la loi A° (m, %2)

/\ Le théoreme ne dit pas que Sn—” —m tend vers 0 « en ﬁ » | En fait (loi du logarithme itéré),

on a presque stirement

lim sup L S — 1M =1
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et
lim inf ! Sn — nm =—1.
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Démonstration. On se ramene a des v.a. centrées réduites en considérant Nt

Soit t € R. On a

¢57% t)=E (eitf/%>

n X
[IE (ezt\/]ﬁ> (par indépendance)
j=1

= ¢x () (car les v.a. sont iid de méme loi que X).

Comme X admet un moment d’ordre 2, ¢x est une fonction de classe C?, et donc d’aprés la
formule de Taylor-Young, on a :

ox(t) =1+ #E(X) — iE((XV) +o(t?) =1-— t; + o(t?)

quand t — 0. On a donc
t2 1\"
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Or la détermination principale du logarithme complexe vérifie '°6(+2) = 1 4 2 pour |2| < 1,
ainsi que log(1 + 2z) = z + o(2) au voisinage de 0. Ainsi, pour n assez grand, on a
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Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit que
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ou Z suit la loi A(0,1). D’apres le théoréme de Lévy, cela prouve que % ﬁ N(0,1). O

Applications : Statistiques, intervalles de confiance, méthode de Monte-Carlo complete...

Corollaire 2.3 (Théoreme de Moivre-Laplace). Pour tout n € N*, soit X,, une v.a. suivant la
loi B(n,p), avec p €]0,1[. Alors

X, —
_An TP L, N(0,1).

Remarque 2.4. Lorsque p n’est pas trop proche de 0 ou 1, une bonne approximation de la
loi B(n, p) est donnée par N (np,np(1 — p)).

Corollaire 2.5. Pour tout n € N*, soit X,, une v.a. suivant la loi P(n). Alors

X,—n L
= —
\/ﬁ n——+o0o

Remarque 2.6. Pour \ assez grand, une bonne approximation de la loi P(\) est donnée par

NOWN).

N0, 1).



3 Autres approximation usuelles

Proposition 3.1. Pour toutn € N*, soit X,, une v.a. suivant la loi uniforme sur {O, %, cee ”T’l, 1}.
Alors
X, 5 u(o,1).
n—-+00

Théoréme 3.2 (Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson). Soit (X,,)nen+ une
suite de v.a. indépendantes telles que pour tout n € N*, X, ~ B(n,p,). On suppose que
NP _>—+> A avec A > 0. Alors

X, £ P\.

n—-+o0o

Démonstration. Soit k € N. Pour tout n € N*, on a

P(X, =k) = (Z) pE(1 = p)™ "
n! k —k
- (1 —pu)h
Or (n%!k)!n_k = W s Donc (nf!k)!pfb nd ¢ De plus

)"k = exp ((n —k)In(1 — pn))
= exp [(n — k)( —Pnt+ 0(}%))}
[

=exp | —npn + kpn + 0(pn)}
-

Donc P(X, = k) — e, O

Remarque 3.3. Lorsque p est proche de 0 ou 1, une bonne approximation de B(n,p) est
P(np).

Généralisation : Théoréme des événements rares de Poisson. Pour tout n € N*,
on suppose que l'on dispose d'un entier M, > 1 et de variables aléatoires X, ;, pour 1 <
j < M, indépendantes de lois B(p, ;), et on note S, = Z?/[:’i X, ;. On suppose de plus que
MaX1<j<M, Pnj 7 0 et que Zj]\inl P S0 A > 0. Alors

S, = P(N).

n—-+o00

Théoréme 3.4 (Glivenko-Cantelli). Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. de
fonction de répartition F. Pour tout n € N*, on définit la fonction de répartition empririque
F,:z— %ZZZI 1x, <. Alors presque sirement, (F,)nen+ converge uniformément sur R vers

F.

4 Exercices

Exercice 1 (Méthode de Monte-Carlo). Soit f : [0,1]¢ — R intégrable.



1. Soit (X,)nen une suite de v.a. i.4.d. de loi U([0,1]%). Justifier que

~ 1.7
Li==Sf(x) &% 1= / dz.
[y fX) oo [0,1]¢ fw)dz

2. On suppose désormais [ de carré intégrable. Montrer que pour tout av > 0,
. % %
P(Inéll— —, I+ )Sa,
no no

Exercice 2. Soit (X, )neny une suite de variables aléatoires indépendants de méme loi et de
carré intégrable. On note m leur espérance commune. Etudier la convergence presque stre de
la suite

ou V = Var(f(X;)).

XX+ XoXs 4+ X 0 Xy + X X,
. )

S

Exercice 3. Montrer que
nonk 1

—n o

e — —.
k! n—too 2

k=0

Exercice 4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi, de variance
finie 2. On suppose que (X +Y)//2 est de méme loi que X etY . En introduisant les variables
277.

Z, = 2 X

s L ot les X; sont i.i.d. de méme loi que X, déterminer cette loi.

Exercice 5. On suppose qu’a la naissance, la probabilité qu’un nouveau-né soit une fille est
égale a 1/2. On suppose que tous les couples ont des enfants jusqu’a obtenir une fille. On
souhaite évaluer la proportion de filles dans une génération de cette population. On note X le
nombre d’enfants d’un couple pris au hasard dans la population.

1. Donner la loi de la variable aléatoire X.

2. On suppose qu’une génération en age de procréer est constituée de N couples, et on note
X1, ..., Xn le nombre d’enfants respectifs de chaque couple. On note enfin P la proportion
de filles issues de cette génération. Exprimer P en fonction de Xq,..., Xy.

3. Quelle est la limite de P lorsque N tend vers l’infini. Qu’en pensez-vous ?

Exercice 6. Une entreprise compte 300 employés. Chacun d’eux téléphone en moyenne 6 mi-
nutes par heures. Quel est le nombre de lignes que [’entreprise doit installer pour que la pro-
babilité que toutes les lignes soient utilisées au méme instant soit au plus égale a 0,025. On
pourra utiliser une approrimation de la loi d’une certaine variable aléatoire.

Exercice 7. Une usine fabrique des piéces dont une proportion inconnue p est défectueuse,
et on souhaite trouver une valeur approchée de p. On effectue un prélevement de n piéeces. On
suppose que le prélévement se fait sur une population tres grande, et donc qu’il peut s’apparenter
a une suite de n tirages indépendants avec remise. On note X,, la variable aléatoire égale au
nombre de pieces défectueuses et on souhaite quantifier le fait que % approche p.

1. Quelle est la loi de X,, ? Sa moyenne ¢ Sa variance ?



. Démontrer que, pour tout e > 0, P (‘% — p’ > e) < L

— 4ne?”

. En déduire une condition sur n pour que % soit une valeur approchée de p a 1072 prés
avec une probabilité supérieure ou égale a 0.95.

. Répondre a la question précédente en utilisant cette fois une approrimation de X, par le
TCL. Qu’en pensez-vous ?



