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Convergence de suites de variables aléatoires

Dans toute cette feuille, on considère un espace probabilisé (Ω, A,P). L’abréviation « v.a. »
signifie « variable aléatoire » et « i.i.d. » signifie « indépendantes identiquement distribuées ».

1 Les différentes notions de convergence

1.1 Convergence presque sûre
Définition 1.1. La suite de v.a. réelles (Xn)n∈N converge presque sûrement vers une v.a.
réelle X sur (Ω, A,P) lorsque

P
(

lim
n→+∞

Xn = X
)

= 1.

On note Xn
p.s.−→

n→+∞
X ou limn→+∞ Xn = X p.s.

Remarque 1.2. Il est équivalent de dire que P(Xn ↛
n→+∞

X) = 0.
Formellement, cela veut dire que

P ({ω ∈ Ω | ∀ε > 0, ∃n ∈ N, ∀m ≥ n, |Xn(ω) − X(ω)| < ε}) = 1.

Exemple 1.3. Si X est une v.a. réelle, alors Xn = X
n

p.s.−→
n→+∞

0 car {Xn →
n→+∞

0} = Ω.

Proposition 1.4. La limite presque sûre d’une suite de v.a. est unique presque sûrement, i.e.
si Xn

p.s.−→
n→+∞

X et Xn
p.s.−→

n→+∞
Y alors X = Y presque sûrement.

Remarque 1.5. Cette égalité presque sûre est plus forte que le fait d’avoir la même loi.

Proposition 1.6 (Opérations élémentaires). Supposons que Xn
p.s.−→

n→+∞
X et Yn

p.s.−→
n→+∞

Y . Alors

• (Xn, Yn) p.s.−→
n→+∞

(X, Y ).

• Pour tous a, b ∈ R, aXn + bYn
p.s.−→

n→+∞
aX + bY .

• XnYn
p.s.−→

n→+∞
XY .

• Si φ : R → R est continue, φ(Xn) p.s.−→
n→+∞

φ(X).

Proposition 1.7 (Caractérisation via le lemme de Borel-Cantelli). Soient X et, pour tout
n ∈ N, Xn des v.a. réelles sur (Ω, A,P).

• Si pour tout ε > 0, ∑
n∈N P

(
|Xn − X| ⩾ ε

)
< +∞, alors Xn

p.s.−→
n→+∞

X.
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• Soit a ∈ R. Si les Xn sont indépendantes, alors Xn
p.s.−→

n→+∞
a si et seulement si pour tout

ε > 0, ∑
n∈N

P
(
|Xn − a| ⩾ ε

)
< +∞.

Exemple 1.8. Soit (Xn)n∈N une suite de v.a. i.i.d. de loi E(1). Pour n ∈ N, on pose Mn =
maxi⩽n Xi. Alors Mn

lnn
p.s.−→

n→+∞
1 (cf. exercices).

Proposition 1.9 (Caractérisation par critère de Cauchy). Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.
réelles. Alors (Xn)n∈N converge presque sûrement si et seulement si pour tout ε > 0, P(∪N∈N∩n,m⩾N

{|Xn − Xm| < ε}) = 1.

1.2 Convergence en probabilité
Définition 1.10. Soit (Xn)n∈N une suite de v.a. réelles. On dit que (Xn)n∈N converge en
probabilité vers la v.a. X, et on note Xn

P−→
n→+∞

X, lorsque pour tout ε > 0,

P(|Xn − X| ⩾ ε) →
n→+∞

0.

Exemple 1.11. Soit (Yi)i∈N une suite de v.a. réelles non corrélées centrées et de variance σ2.
Pour n ∈ N∗, on pose Xn = 1

n

∑n
i=1 Yi. Alors Xn

P−→
n→+∞

0.

Proposition 1.12. La limite en probabilité d’une suite de v.a. est unique presque sûrement.

Proposition 1.13. La convergence en probabilité est métrisable par la distance définie par
d(X, Y ) = E(min(|X − Y |, 1)).

Proposition 1.14 (Opérations élémentaires). Supposons que Xn
P−→

n→+∞
X et Yn

P−→
n→+∞

Y . Alors

• (Xn, Yn) P−→
n→+∞

(X, Y ).

• Pour tous a, b ∈ R, aXn + bYn
P−→

n→+∞
aX + bY .

• XnYn
P−→

n→+∞
XY .

• Si φ : R → R est continue, φ(Xn) P−→
n→+∞

φ(X).

1.3 Convergence dans Lp

Soit p ∈ [1, +∞].

Définition 1.15. La suite de v.a. réelles (Xn)n∈N converge dans Lp vers la v.a. X lorsque
||Xn − X||p −→

n→+∞
0, autrement dit lorsque :

• Si p < +∞, E(|Xn − X|p) −→
n→+∞

0.

• Si p = +∞, pour tout n ∈ N, il existe Mn > 0 tel que P(|Xn − X| ≤ Mn) = 1 et
Mn −→

n→+∞
0.
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Dans tous les cas, on note Xn
Lp

−→
n→+∞

X.

Exemple 1.16. Dans l’exemple précédent, E(X2
n) = Var(Xn) = σ2

n
−→
n→+∞

0. Donc Xn
L2

−→
n→+∞

0.

Proposition 1.17. La limite Lp d’une suite de v.a. est unique presque sûrement.

Proposition 1.18 (Opérations élémentaires).

• Si Xn
Lp

−→
n→+∞

X et Yn
Lp

−→
n→+∞

Y , alors (Xn, Yn) Lp

−→
n→+∞

(X, Y ).

• Si Xn
Lp

−→
n→+∞

X et Yn
Lp

−→
n→+∞

Y , alors pour tous a, b ∈ R, aXn + bYn
Lp

−→
n→+∞

aX + bY .

• Si Xn
Lp

−→
n→+∞

X et Yn
Lq

−→
n→+∞

Y avec 1
p

+ 1
q

= 1, alors XnYn
L1

−→
n→+∞

XY .

!△ Il n’y a pas d’analogue du dernier point des énoncés précédents avec φ continue, même en
supposant que φ(Xn) ∈ Lp pour tout n ∈ N.

1.4 Convergence en loi
Définition 1.19. On dit que la suite de v.a. réelles (Xn)n∈N converge en loi vers la v.a.
X (ou que la suite de mesures (PXn)n∈N converge étroitement vers PX) lorsque, pour toute
fonction φ : R → R continue et bornée, E(φ(Xn)) −→

n→+∞
E(φ(X)). On note Xn

L−→
n→+∞

X ou

Xn
(d)−→

n→+∞
X.

Remarque 1.20. On peut remplacer « continue bornée » dans la définition de la convergence
en loi par « continue tendant vers 0 en l’infini » ou par « continue à support compact », etc.

Remarque 1.21. La convergence étroite de la suite de mesures (µn)n∈N vers µ correspond à
la convergence faible-∗ dans le dual de l’espace C0

c (R).

!△ La limite en loi d’une suite de v.a. n’est pas unique presque sûrement ! En effet, deux
variables aléatoires peuvent avoir la même loi sans être égales presque partout.

Proposition 1.22. Supposons que Xn
L−→

n→+∞
X.

Si φ : R → R est continue, alors φ(Xn) L−→
n→+∞

φ(X).

Remarque 1.23. De manière générale, si Xn
L−→

n→+∞
X et Yn

L−→
n→+∞

Y , (Xn, Yn)n∈N ne converge
pas en loi vers (X, Y ).

Par exemple, supposons que X ∼ N (0, 1). Pour tout n ∈ N, on pose Xn = X et Yn = −X.
Alors il est clair que Xn

L−→
n→+∞

X, Yn
L−→

n→+∞
X mais (Xn, Yn) ne converge pas en loi vers (X, X).

De même, Xn + Yn ne converge pas en loi vers 2X.

Proposition 1.24 (Lemme de Slutsky). Si Xn
L−→

n→+∞
X et Yn

L−→
n→+∞

c (constante), alors

(Xn, Yn) L−→
n→+∞

(X, c) et on a en particulier Xn + Yn
L−→

n→+∞
X + c et XnYn

L−→
n→+∞

cX.
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Proposition 1.25 (Caractérisation par fonctions de répartition). La suite de v.a. réelles
(Xn)n∈N converge en loi vers la v.a. réelle X si et seulement si pour tout point t de conti-
nuité de FX ,

lim
n→∞

FXn(t) = FX(t).

Corollaire 1.26 (Théorème de Portmanteau (version « faible »)). Soit (Xn)n∈N une suite de
v.a. réelles qui converge en loi vers la v.a. réelle X. Pour tous a, b ∈ R, points de continuité de
la fonction de répartition de X, on a

P(a < Xn ⩽ b) −→
n→+∞

P(a < X ≤ b).

Proposition 1.27. Si les v.a. (Xn)n∈N et X sont à valeurs dans N, alors Xn
L−→

n→+∞
X si et

seulement si, pour tout k ∈ N, P(Xn = k) −→
n→+∞

P(X = k).

!△ Ce résultat s’adapte pour des v.a. à valeurs dans un ensemble X ⊂ R discret. Lorsque
l’ensemble de valeurs n’est plus discret (au sens topologique !), le résultat peut être mis en
défaut.
Ainsi, si Xn = δ1/n et X = δ0, on vérifie avec la définition que Xn

L−→
n→+∞

X. En revanche,
P(Xn = 0) = 0 ↛

n→+∞
P(X = 0) = 1.

Théorème 1.28 (Théorèmes de Lévy). Soit (Xn)n∈N une suite de v.a. réelles.

1. Soit X une v.a. à valeurs dans R. On a Xn
L−→

n→+∞
X si et seulement si pour tout t ∈ R,

ϕXn(t) −→
n→+∞

ϕX(t).

2. S’il existe ϕ : R → C continue en 0 telle que, pour tout t ∈ R, ϕXn(t) −→
n→+∞

ϕ(t), alors il

existe une unique loi µ telle que ϕ = ϕµ et Xn
L−→

n→+∞
X avec X ∼ µ.

2 Les liens entre les différentes notions de convergence

2.1 Quelques liens directs

Proposition 2.1. Supposons que Xn
P−→

n→+∞
X. Alors

Xn
L−→

n→+∞
X.

Proposition 2.2. Supposons que Xn
p.s.−→

n→+∞
X. Alors

Xn
P−→

n→+∞
X.

Proposition 2.3. Supposons que Xn
Lp

−→
n→+∞

X. Alors

Xn
P−→

n→+∞
X.

!△ Chacune des réciproques des implications précédentes est fausse !
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2.2 Réciproques partielles

Proposition 2.4. Supposons que Xn
Lp

−→
n→+∞

X.
Alors il existe une sous-suite (Xφ(n))n∈N telle que

Xφ(n)
p.s.−→

n→+∞
X.

Démonstration. Dans la démonstration du théorème de Riesz-Fischer.

Contre-exemple : (Xn)n∈N v.a. indépendantes telles que Xn ∼ B( 1
n
). Alors Xn

L1
−→
n→+∞

0 mais
Xn ↛

n→+∞
0 p.s.

Proposition 2.5. On a Xn
P−→

n→+∞
X si et seulement si de toute sous-suite (Xφ(n))n∈N on peut

extraire une sous-suite (Xφ(ψ(n)))n∈N telle que Xφ(ψ(n))
p.s.−→

n→+∞
X.

Définition 2.6. On dit que la suite (Xn)n∈N est uniformément intégrable lorsque

lim
c→+∞

sup
n∈N

E
(
|Xn|1{|Xn|≥c}

)
= 0.

Remarque 2.7. C’est par exemple le cas si pour tout n ∈ N, |Xn| ⩽ Y avec Y intégrable.

Théorème 2.8. Soit (Xn)n∈N une suite de v.a. intégrables. Soit X une v.a. réelle. Il y a
équivalence entre :

1. Xn
P−→

n→+∞
X et (Xn)n∈N est uniformément intégrable.

2. X est intégrable et Xn
L1

−→
n→+∞

X.

3 Exercices
Exercice 1. Trouver une suite de v.a. (Xn)n∈N qui :

1. Converge en probabilité mais pas presque sûrement.

2. Converge en loi mais pas en probabilité.

3. Converge en probabilité mais pas dans L1.

4. Converge dans L1 mais telle qu’il existe une fonction continue φ telle que (φ(Xn))n∈N ne
converge pas dans L1.

Exercice 2. Soit (an)n∈N une suite de nombre réels strictement positifs. Soit (Xn)n∈N une suite
de v.a. telle que pour tout n ∈ N, Xn ∼ 1

n
δan + (1 − 1

n
)δ0.

1. Montrer que cette suite converge en loi, même en probabilité.

2. Choisir la suite (an)n∈N de sorte à ce que E(Xn) ait des comportements différents.

Exercice 3. Soit (Xn)n∈N de loi 1
2(δ 1

n
+ δ−1

n
).
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1. Pour tout n ∈ N∗, calculer la fonction de répartition Fn de Xn. Quelle est sa limite ?
Est-ce une fonction de répartition ?

2. Étudier la convergence en loi de la suite (Xn)n∈N.

Exercice 4. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires qui converge en loi vers une variable
aléatoire X constante égale à a. Démontrer que la suite (Xn)n∈N converge aussi en probabilité
vers X.

Exercice 5. Soit (Xn)n∈N une suite de v.a. presque sûrement bornées par une même constante
M > 0. Montrer que si Xn

P−→
n→+∞

X, alors pour tout p, E(|Xn − X|p) −→ 0.

Exercice 6. Soit (Xn)n∈N une suite décroissante de v.a. réelles. Montrer que si Xn
P−→

n→+∞
0

alors Xn
p.s.−→

n→+∞
0

Exercice 7 (Lemme de Scheffé). Soient (Xn)n∈N une suite de v.a. réelles à densités (fn)n∈N et
X une v.a. réelle à densité f .

1. Montrer que, si fn
p.s.−→

n→+∞
f , alors fn

L1
−→
n→+∞

f et Xn
L−→

n→+∞
X.

Indication : Utiliser
∫
R(f − fn) dλ = 0 et les parties positives et négatives de f − fn.

2. Pour tout n ∈ N∗, on considère une variable aléatoire Xn de loi 1
n

∑n
k=0 δj/n.

(a) Montrer que Xn
L−→

n→+∞
X avec X ∼ U([0, 1]).

(b) Montrer que pour tout n ∈ N∗, FXn est dérivable presque partout.
(c) Montrer que (F ′

Xn
)n∈N ne converge pas presque partout vers 1.

Exercice 8. On dit qu’une variable aléatoire Y suit une loi de Gumbel si elle admet pour
densité f(x) = e−x−e−x

.

1. Vérifier que f est une densité, et calculer la fonction de répartition de Y .

2. Soit (Xn)n ∈ N∗ une suite de v.a. i.i.d. de loi E(1). Pour tout n ∈ N∗, on pose Mn =
max(X1, ..., Xn). Démontrer que la suite (Mn − ln(n))n∈N∗ converge en loi vers Y suivant
une loi de Gumbel.

Exercice 9. Soit (Xn)n∈N une suite de v.a. i.i.d. de loi E(1). Pour a > 0 et n ≥ 2, on note
An,a l’événement An,a = { Xn

ln(n) ≥ a} et on note Aa = lim supn→∞ An,a = ∩n∈N ∪k⩾n Ak,a.

1. Démontrer que P(Aa) = 0 si a > 1 et que P(Aa) = 1 si a ≤ 1.

2. Justifier que pour tout a > 0, {lim supn→∞
Xn

ln(n) > a} ⊂ Aa ⊂ {lim supn→∞
Xn

ln(n) ≥ a}. En
déduire que

lim sup
n→∞

Xn

ln(n) = 1 p.s.
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