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Indépendance

Dans toute la feuille, (Ω, A,P) est un espace probabilisé.

1 Indépendance

1.1 Conditionnement par rapport à un événement
Définition 1.1. Soit (Ω, A,P) un espace probabilisé. Soit B ∈ A tel que P(B) > 0.

1. La probabilité de A ∈ A sachant B (ou conditionnellement à B) est

P(A|B) = P(A ∩ B)
P(B) .

2. La loi conditionnelle sachant B est la mesure de probabilité P(·|B) : A 7→ P(A|B)
définie sur A.

Proposition 1.2 (Formule de Bayes). Soit A, B ∈ A des événements tels que P(A)P(B) > 0.
Alors

P(B | A) = P(B)
P(A)P(A | B).

Proposition 1.3 (Formule des probabilités composées). Soit A1, . . . , An ∈ A tels que P(A1 ∩
· · · ∩ An) > 0. Alors

P(A1 ∩ · · · ∩ An) = P(A1) × P(A2 | A1) × · · · × P(An | A1 ∩ · · · ∩ An−1).

Définition 1.4 (Système complet d’événements). Soit (Ω, A,P) un espace probabilisé. Une
famille au plus dénombrable d’événements (Bi)i∈I est un système complet si les Bi sont deux
à deux disjoints et si

P
(⋃

i∈I

Bi

)
= 1.

Proposition 1.5 (Formule des probabilités totales). Soit (Bi)i∈I un système complet d’événe-
ments sur (Ω, A,P) vérifiant pour tout i ∈ I, P(Bi) > 0. Alors pour tout A ∈ A,

P(A) =
∑
i∈I

P(Bi)P(A|Bi).
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1.2 Indépendance d’évènements
Définition 1.6. Deux événements A, B ∈ A sont indépendants lorsque P(A∩B) = P(A)P(B).

Remarque 1.7. Les événements A et B sont indépendants si et seulement si P(A|B) =
P(A). Ceci correspond bien au fait que la connaissance de la réalisation de B ne donne aucune
information sur A.

Exemple 1.8. Prenons Ω = {1, . . . , 6}2, A = P(Ω) et P la mesure uniforme sur Ω, c’est-à-dire
que pour i, j ∈ {1, . . . , 6}, P ({i, j}) = 1

36 .
Cette situation correspond à deux lancers de dés successifs, les dés étant équilibrés. On note A
l’événement « obtenir 1 au premier jet » et B « obtenir un nombre pair au deuxième jet ».
Alors P(A) = 1

6 , P(B) = 1
2 et P(A ∩ B) = 1

12 .

Remarque 1.9. A et B sont indépendants si et seulement si Ac et Bc sont indépendants.

Définition 1.10. Une famille quelconque d’événements (Ai)i∈I ∈ AI est mutuellement in-
dépendante si, pour toute famille finie J ⊂ I,

P

⋂
j∈J

Aj

 =
∏
j∈J

P(Aj).

!△ Des événements mutuellement indépendants sont deux à deux indépendants mais la réci-
proque n’est pas vraie.

Exemple 1.11. Dans le contexte de l’Exemple 1.2, prenons A : « le premier dé est impair »,
B : « le deuxième dé est impair », C : « la somme des dés est impaire ».
Alors P(A) = 1

2 , P(B) = 1
2 , P(C) = 1

2 et P(A ∩ B) = 1
4 , P(B ∩ C) = 1

4 , P(A ∩ C) = 1
4 mais

P(A ∩ B ∩ C) = 0 ̸= P(A)P(B)P(C).

1.3 Indépendance de tribus
Définition 1.12. Une famille de sous-tribus (Ai)i∈I est mutuellement indépendante lorsque
toute famille d’événements (Ai)i∈I vérifiant Ai ∈ Ai pour tout i ∈ I est mutuellement indépen-
dante.

On voit facilement qu’une famille de sous-tribus d’une famille mutuellement indépendante est
mutuellement indépendante.

Proposition 1.13. Si C1 et C2 sont deux familles d’éléments de A, stables par intersection
finie et indépendantes, alors σ(C1) et σ(C2) sont indépendantes.

Démonstration. Se servir du théorème des classes monotones.

Proposition 1.14 (Lemme des coalitions). Soit (Ai)i∈I une famille de sous-tribus mutuelle-
ment indépendantes. Pour toute partition (Jj)j∈J de I, les sous-tribus Bj = σ(Ai, i ∈ Jj) sont
mutuellement indépendantes.
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2 Variables aléatoires indépendantes

2.1 Caractérisations
Définition 2.1. Une famille de variables aléatoires (Xi)i∈I définies sur (Ω, A,P) à valeurs
dans (Ei, Fi) est dite mutuellement indépendante lorsque les sous-tribus (σ(Xi))i∈I le sont,
autrement dit, lorsque pour tout J ⊂ I fini, pour tout j ∈ J , pour tout Fj ∈ Fj,

P

⋂
j∈J

{Xj ∈ Fj}

 =
∏
j∈J

P(Xj ∈ Fj).

Corollaire 2.2 (du lemme des coalitions). Soit n ≥ 2, m ∈ {1, . . . , n − 1} et X1, . . . , Xn

des variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors pour toutes fonctions mesurables f
et g sur ∏m

i=1 Xi(Ω) et ∏n
j=m+1 Xj(Ω) respectivement, les variables aléatoires f(X1, . . . , Xm) et

g(Xm+1, . . . , Xn) sont indépendantes.

Proposition 2.3. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles sur (Ω, A,P) et X =
(X1, . . . , Xn). Alors ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes si et seulement si
PX = PX1 ⊗ · · · ⊗ PXn.

Corollaire 2.4 (Cas des variables à densité). Si X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires réelles
de densités respectives f1, . . . , fn, alors elles sont indépendantes si et seulement si P(X1,...,Xn)
est à densité f1 ⊗ · · · ⊗ fn : (x1, . . . , xn) 7→ f1(x1) . . . fn(xn).

Exemple 2.5. Si (X, Y ) a pour densité sur f(X,Y ) : (x, y) 7→ e−2x
1R+(x)1[0,2](y) sur R2, alors

X et Y sont indépendantes de lois respectives E(2) et U([0, 2]).

Un exercice classique consiste à déterminer la loi d’une variable aléatoire réelle U définie comme
une fonction (borélienne) d’un couple de variables aléatoires réelles indépendantes (X, Y ) :
U = g(X, Y ) avec g borélienne. Une manière de faire est de considérer une fonction borélienne
bornée φ : R → R et de calculer E (φ(U)) =

∫
R φ(u) dPU(u) =

∫
R2 φ(g(x, y)) d(PX ⊗ PY )(x, y).

Proposition 2.6. Une famille quelconque de variables aléatoires réelles (Xi)i∈I sur (Ω, A,P)
est mutuellement indépendante si et seulement si pour toute partie finie J ⊂ I, et toute famille
(φj)j∈J de fonctions boréliennes telles que pour tout j ∈ J , φj(Xj) est intégrable, on a

E

∏
j∈J

φj(Xj)
 =

∏
j∈J

E (φj(Xj)) .

Remarque 2.7. La proposition précédente est vraie en remplaçant la conditions sur les φj par
n’importe laquelle des conditions suivantes : boréliennes bornées, continues bornées, continues
tendant vers 0 en l’infini, continues à support compact ou C∞ à support compact.

Proposition 2.8. Des variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn sur (Ω, A,P) sont mutuellement
indépendantes si et seulement si ∀t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn,

ϕ(X1,...,Xn)(t) =
n∏

i=1
ϕXi

(ti).

Remarque 2.9. Il en est de même pour la fonction génératrice lorsqu’on considère des variables
aléatoires à valeurs dans N, ou pour d’autres transformées usuelles (transformée de Laplace,
fonction génératrice des moments).
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Proposition 2.10. Des variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn sur (Ω, A,P) sont mutuellement
indépendantes si et seulement si ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

F(X1,...,Xn)(x) = FX1(x1) . . . FXn(xn).

Proposition 2.11. Si X et Y sont des variables aléatoires réelles indépendantes, alors E(XY ) =
E(X)E(Y ). Ainsi Cov(X, Y ) = 0 et Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

Deux variables aléatoires réelles indépendantes sont donc non corrélées, la réciproque est fausse
en général (voir exercices).

2.2 Somme de variables aléatoires indépendantes
Proposition 2.12. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (Ω, A,P).
La loi de la somme X + Y est donnée par le produit de convolution des lois PX et PY , noté
PX ∗ PY , défini par : pour toute fonction φ : R → R borélienne bornée,∫

R
φ d(PX ∗ PY ) =

∫
R2

φ(x + y) d(PX ⊗ PY (x, y))

=
∫
R

(∫
R

φ(x + y) dPX(x)
)

dPY (y)

=
∫
R

(∫
R

φ(x + y)dPY (y)
)

dPX(x).

Remarque 2.13. Si X et Y sont à densité, X + Y l’est aussi, de densité f ∗ g. Si X et Y sont
à valeurs dans N, alors pour tout n ∈ N, on a P(X + Y = n) = ∑n

k=0 P(X = k)P(Y = n − k) =∑
i,j∈N,i+j=n P(X = i)P(Y = j).

Proposition 2.14 (Transformées classiques). Soient X et Y deux variables aléatoires réelles
indépendantes. Alors

• ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t) pour tout t ∈ R.

• Si X et Y sont à valeurs dans N, gX+Y (s) = gX(s)gY (s) pour tout s ∈ [0, 1].

Exemple 2.15.

• Pour tout entiers m, n et tout p ∈ [0, 1], on a B(n, p) ∗ B(m, p) = B(n + m, p), i.e. si
X ∼ B(n, p) et Y ∼ B(m, p) alors X +Y ∼ B(n+m, p). En particulier, B(n, p) ∼ ∑n

k=1 Yk,
où les Yk sont indépendantes, identiquement distribuées de loi B(1, p) = B(p).

• Pour tout λ, µ ∈ R+, on a P(λ) ∗ P(µ) = P(λ + µ).

• Pour tout m1, m2 ∈ R et σ1, σ2 > 0, on a N (m1, σ2
1) ∗ N (m2, σ2

2) = N (m1 + m2, σ2
1 + σ2

2).

2.3 Suite de variables aléatoires indépendantes
Théorème 2.16 (Existence). Pour toute suite de lois (µn)n∈N, il existe un espace probabilisé
(Ω, A,P), une suite de variables aléatoires (Xn)n∈N sur cet espace telle que les (Xn)n∈N sont
mutuellement indépendantes et chaque Xn a pour loi µn.

Exemple : une suite infinie de B(p) indépendantes permet de modéliser un nombre infini de
lancers de pile ou face.
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Définition 2.17. Soit (Bn)n∈N une famille de sous-tribus indépendantes de A. Pour n ∈ N, on
pose An = σ({Bk | k ≥ n}) et A∞ = ∩k∈NAk. C’est une tribu, appelée tribu asymptotique
ou terminale.

Théorème 2.18 (Loi du 0-1 de Kolmogorov). Soit A ∈ A∞. Alors P(A) = 0 ou 1.

Exemple 2.19. Si (An)n∈N est une suite d’événements indépendants, alors lim supn An ∈ A∞
et donc P(lim supn An) = 0 ou 1.

3 Exercices
Exercice 1. Que peut-on dire d’un évènement qui est indépendant de lui-même ?

Exercice 2. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. On suppose que X suit une loi de
Poisson P(λ) avec λ > 0 et que pour tout n ∈ N, la loi de Y conditionnée par {X = n} est
la loi binomiale est B(n, p) (autrement dit, pour tout k ∈ {0, . . . , n}, P(Y = k | X = n) =(

n
k

)
pk(1 − p)n−k). Quelle est la loi de Y ?

Exercice 3. Montrer qu’il existe des variables aléatoires non corrélées qui ne sont pas indé-
pendantes.

Exercice 4. Supposons que l’espace probabilisé (Ω, A,P) est tel que Ω est un ensemble fini de
cardinal un nombre premier p et que P est la loi uniforme sur Ω. Montrer que si A et B sont
deux événements indépendants, alors l’un des deux est ∅ ou Ω.

Exercice 5. On tire au hasard un nombre entier strictement positif. On suppose que la pro-
babilité d’obtenir n vaut 1

2n . Pour k ∈ N∗, on note Ak l’événement « n est un multiple de
k ».

1. Vérifier que ceci définit une probabilité sur N∗.

2. Calculer la probabilité de Ak pour k ∈ N∗.

3. Calculer la probabilité de A2 ∪ A3.

4. Montrer que pour p, q ≥ 2 alors Ap et Aq ne sont pas indépendants.

Exercice 6. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes avec X de loi diffuse
(c’est-à-dire telle que pour tout x ∈ R,PX({x}) = 0). Montrer que P(X = Y ) = 0.

Exercice 7. Montrer l’autre lemme de Borel-Cantelli : Si (An)n∈N est une suite d’événements
indépendants et si ∑n P(An) diverge (vers +∞) alors P(lim supn An) = 1.
(Indication : Utiliser l’inégalité 1 − x ≤ e−x pour x ≥ 0.)

Exercice 8. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi de
Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[.

1. Montrer qu’il y a presque sûrement une infinité de n tels que Xn = 1.

2. Pour n ∈ N, on définit l’évènement An = {Xn = Xn+1 = ... = X2n−1 = 1}. Montrer que
presque sûrement, il n’y a qu’un nombre fini de An qui sont réalisés.
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Exercice 9. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer que
P(supn Xn < +∞) = 1 si et seulement s’il existe A > 0 tel que

+∞∑
n=0

P(Xn > A) < +∞.

Exercice 10 (Inégalité de Hoeffding).

1. Soit X une variable aléatoire réelle centrée presque sûrement bornée par 1.

(a) Soit t ∈ R. Montrer que, pour tout x ∈ [−1, 1], etx ≤ 1
2(1 − x)e−t + 1

2(1 + x)et.
(b) Montrer que E[etX ] < +∞ pour tout t ∈ R. Déduire de la question précédente que

E[etX ] ≤ 1
2e−t + 1

2et.

Montrer alors que
E[etX ] ≤ et2/2.

2. On considère une suite (Xn)n∈N de v.a. réelles indépendantes, bornées presque sûrement
et centrées. On suppose que, pour tout n ∈ N, |Xn| ≤ cn presque sûrement, avec cn > 0.
On note Sn = ∑n

j=1 Xj.

(a) Montrer que, pour tout t ∈ R,

E[etSn ] ≤ exp
(

t2

2

n∑
j=1

c2
j

)
.

(b) En déduire que, pour tout t > 0 et tout ε > 0,

P(Sn > ε) ≤ exp
(

− tε + t2

2

n∑
j=1

c2
j

)
.

(c) En déduire que, pour tout ε > 0, on a

P(Sn > ε) ≤ exp
(

− ε2

2∑n
j=1 c2

j

)
.

(d) En déduire l’inégalité de Hoeffding : pour tout ε > 0,

P(|Sn| > ε) ≤ 2 exp
(

− ε2

2∑n
j=1 c2

j

)
.

Interpréter ce résultat.

(e) Montrer que pour tout c > 1, on a presque sûrement |Sn| <
(
2c ln n

∑n
j=1 c2

i

)1/2
pour

une infinité de n ∈ N.
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