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Variables aléatoires, espérance et moments

1 Vocabulaire probabiliste
On utilise les notions développées dans le cours de théorie de la mesure. Le vocabulaire est

toutefois légèrement différent.
(Ω, A,P) est un espace probabilisé :

• Ω est l’univers probabiliste.

• Les éléments A ∈ A sont appelés événements.

• P est une mesure de probabilité, i.e. P(Ω) = 1.

• Une propriété vérifiée P-presque partout sera qualifiée de « presque sûrement ».

Définition 1.1. Soit (An)n∈N une suite d’événements de (Ω, A). On définit :

• lim supn An = ⋂
n∈N

⋃
k≥n Ak ∈ A. Il s’agit de l’événement « An se réalise une infinité de

fois ».

• lim infn An = ⋃
n∈N

⋂
k≥n Ak ∈ A. Il s’agit de l’événement « An se réalise à partir d’un

certain rang ».

On remarque que (lim supn An)c = lim infn Ac
n.

Remarque 1.2. Pour retenir les définitions, se rappeler que lim infn An ⊂ lim supn An.

Lemme 1.3 (Borel-Cantelli). Soit (An)n∈N une suite d’événements. Si ∑n P(An) converge,
alors P(lim supn An) = 0.

2 Variables aléatoires

2.1 Définitions et propriétés
Définition 2.1. Une variable aléatoire (v.a.) est une application mesurable X définie sur
un espace probabilisé (Ω, A,P). Une variable aléatoire réelle est une variable aléatoire dont
l’espace d’arrivée est R muni de sa tribu borélienne. Si X est une variable aléatoire et ω ∈ Ω,
X(ω), on dit que X(ω) est une réalisation de X.

Lorsque X est une variable aléatoire à valeurs dans l’espace mesurable (E, F), on notera {X ∈
B} pour l’événement X−1(B) = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B}.

Définition 2.2. Soit X une variable aléatoire de (Ω, A,P) à valeurs dans (E, F). On appelle
loi de X, et on note souvent PX , la mesure image X∗P de P par X.
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Rappelons que PX est une mesure de probabilité sur (E, F) et que pour tout B ∈ F , PX(B) =
P(X ∈ B).

Définition 2.3. Une variable aléatoire discrète est une variable aléatoire dont l’espace
d’arrivée est presque sûrement au plus dénombrable, muni de sa tribu des parties.

Exemple 2.4. Soit a ∈ R. On définit X : (Ω, A,P) → R par X(ω) = a pour tout ω ∈ Ω. C’est
une variable aléatoire discrète, constante égale à a. Sa loi est δa. Elle est dite déterministe.

On définit très souvent une variable aléatoire X par sa loi : « Soit X une variable aléatoire
suivant telle loi ». C’est parce qu’en théorie des probabilités, on s’intéresse en général à des
quantités P(X ∈ B) plutôt qu’à l’application X en elle-même. L’espace probabilisé (Ω, A,P)
n’a plus beaucoup d’importance au sens où il n’est pas utile de le connaître pour obtenir de
telles informations. Cet espace ne sera donc en général pas précisé.

Définition 2.5. Une densité sur R est une application f : R → R borélienne intégrable telle
que :

• On a f(x) ≥ 0 pour λ-presque partout x ∈ R.

•
∫
R f dµ = 1.

Une variable aléatoire réelle est dite à densité lorsque sa loi est de la forme µf : A 7→∫
A f dλ, où f est une densité sur E.

Remarque 2.6. L’application ci-dessus est bien une mesure sur (R, B(R)). Le théorème de
Randon-Nykodym affirme que la variable aléatoire réelle X est à densité si et seulement si sa
loi est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, c’est-à-dire lorsque pour tout
A ∈ B(R) tel que λ(A) = 0, on a P(X ∈ A) = 0.

Définition 2.7. Soit X un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd. Sa ième coordonnée Xi est une
variable aléatoire réelle appelée ième marginale de X et sa loi est appelée ième loi marginale.
Si X1, . . . , Xd sont des variables aléatoires réelles, leur loi jointe est la loi du vecteur aléatoire
X = (X1, . . . , Xd).

Remarque 2.8. Étant donnée la loi du vecteur aléatoire X, ses lois marginales sont entière-
ment déterminées car pour A borélien, on a

P(Xi ∈ A) = P(X ∈ R × · · · × R︸ ︷︷ ︸
i−1 fois

×A × R × · · · × R︸ ︷︷ ︸
n−i fois

).

La réciproque est fausse (cf. exercices).

Définition 2.9. Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction de répartition FX est
définie

∀x ∈ R, FX(x) = P(X ≤ x).

Une fonction de répartition est « cadlag » : elle est continue à droite en tout point et admet une
limite à gauche en tout point (Exercice : le démontrer à l’aide des propriétés de « continuité
monotone des mesures »). De plus, elle est croissante sur R, tend vers 0 en −∞ et vers 1 en
+∞, et toute les conditions précédentes caractérisent les fonctions de répartition.

Remarque 2.10. En tant que fonction croissante, une fonction de répartition a un nombre
au plus dénombrable de points de discontinuité.
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Proposition 2.11. Si deux variables aléatoires réelles ont même fonction de répartition, alors
elles ont même loi.

Démonstration. Les deux probabilités PX et PY coïncident sur le π-système constitué des in-
tervalles de la forme ]a, b[ avec −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Ce π-système engendre B(R) et les
probabilités sont des mesures de masse totale finie, on a donc que PX = PY d’après le théorème
d’unicité des mesures.

Remarque 2.12. On peut de même définir la fonction de répartition d’un vecteur aléatoire
X = (X1, . . . , Xn) par

FX(x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn),

et le même argument que ci-dessus montre que la fonction de répartition caractérise la loi.

2.2 Exemples classiques
Dans chaque exemple, X désigne une variable aléatoire dont la loi est celle étudiée.

2.2.1 Variables aléatoires discrètes

• La loi uniforme U({1, . . . , n}) sur {1, . . . , n}. Elle est définie par

P(X = k) = 1
n

,

pour tout k ∈ {1, . . . , n}. Sa fonction de répartition est

x 7→


0 si x < 0,

⌊x⌋
n

si 0 ≤ x ≤ n
1 si x > n.

Elle modélise un tirage au hasard dans un ensemble à n éléments, où la probabilité de
tirer chaque élément est la même (lancer de dé équilibré, tirage de carte, etc.).

• La loi de Bernoulli B(p) de paramètre p ∈ [0, 1] est définie par

P(X = 1) = p et P(X = 0) = 1 − p.

Sa fonction de répartition est (1 − p)1[0,1[ + 1[1,+∞[.
Elle modélise une expérience aléatoire à deux issues (pile ou face avec pièce non nécessai-
rement équilibrée).

• La loi binomiale B(n, p) de paramètres n ∈ N et p ∈ [0, 1] est définie par

P(X = k) =
(

n

k

)
pk(1 − p)n−k,

pour tout k ∈ {0, . . . , n}. Sa fonction de répartition est x 7→ F (x) = ∑⌊x⌋
k=0

(
n
k

)
pk(1−p)n−k.

Elle modélise le nombre de succès lors de n répétitions indépendantes d’une expérience
aléatoire avec une probabilité p de réussite (nombre de faces lors de n lancers indépendants
d’une même pièce).
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• La loi géométrique G(p) de paramètre p ∈ [0, 1] est définie par
P(X = k) = (1 − p)k−1p,

pour tout k ∈ N∗. Sa fonction de répartition est x 7→ 1 − (1 − p)⌊x⌋ si x ≥ 1, 0 sinon.
Elle modélise le rang du premier succès lors de la répétition indépendante d’une même
expérience aléatoire avec une probabilité de réussite p.

• La loi de Poisson P(λ) de paramètre λ > 0 est définie par

P(X = k) = λk

k! e−λ,

pour tout k ∈ N. Sa fonction de répartition est x 7→ e−λ∑⌊x⌋
k=0

λk

k! .
Elle modélise le nombre d’occurrences d’événements aléatoires dans un intervalle de temps
donné, ces événements étant indépendants du temps écoulé depuis le précédent (nombre
de clients qui rentrent dans un restaurant entre deux heures données).

2.2.2 Variables aléatoires à densité

• La loi uniforme U([a, b]) sur le segment [a, b] est donnée par la densité 1
b−a

1[a,b]. Sa
fonction de répartition est x 7→ F (x) = x−a

b−a
1[a,b](x) + 1]b,+∞[(x).

Elle modélise le tirage aléatoire d’un nombre réel entre a et b (« lancer de fléchette sur la
droite »).

!△ Malgré la formulation ci-dessus, la probabilité de tirer un réel x ∈ [a, b] donné est 0.

• La loi exponentielle E(λ) de paramètre λ > 0 est donnée par la densité x 7→ λe−λx
1[0,+∞[(x).

Sa fonction de répartition est x 7→ F (x) = (1 − e−λx)1[0,+∞[(x).
Elle modélise la durée de vie d’un phénomène sans mémoire (durée de vie d’une ampoule,
d’un composant radioactif).

• La loi gaussienne (ou loi normale) N (m, σ2) de paramètres m ∈ R et σ2 > 0 est
donnée par la densité x 7→ 1√

2πσ2 exp
(

− (x−m)2

2σ2

)
. Sa fonction de répartition est x 7→∫ x

−∞
1√

2πσ2 exp
(

− (x−m)2

2σ2

)
dx.

Elle apparaît naturellement comme loi limite dans de nombreuses situations, notamment
avec le théorème central limite.

• La loi de Cauchy C(m, c) de paramètres m ∈ R et c > 0 est donnée par la densité
x 7→ c

π
1

c2+(x−m)2 . Sa fonction de répartition est x 7→ 1
π

arctan x−m
c

+ 1
2 .

C’est la loi du quotient de deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois nor-
males.

3 Espérance et moments

3.1 Espérance
Définition 3.1. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Ω, A,P), à
valeurs dans R. Si X est à valeurs positives ou si X ∈ L1(Ω,P), on définit son espérance par

E(X) =
∫

Ω
X dP.

4



Si E(X) = 0, X est dite centrée.

Proposition 3.2 (Formule de transfert). Soit X une variable aléatoire à valeurs dans (E, A) de
loi PX . Soit φ : E → R une fonction mesurable à valeurs positives ou telle que φ◦X ∈ L1(Ω,P).
Alors

E(φ(X)) =
∫

E
φ dPX .

Cas importants :

• Si X est une variable aléatoire intégrable à valeurs dans N alors

E(X) =
+∞∑
n=0

nP(X = n).

• Si X est une variable aléatoire intégrable, de densité f , alors

E(X) =
∫
R

xf(x) dx.

Exemples classiques :

Loi Espérance Loi Espérance
B(p) p U([a, b]) b+a

2
B(n, p) np E(λ) 1

λ

G(p) 1
p

N (m, σ2) m

P(λ) λ C(m, c) non définie

3.2 Variance et moments d’ordre supérieur
Définition 3.3. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω, A,P). Si X ∈ L2(Ω,P), on appelle
variance de X la quantité

Var X = E
(
(X − E[X])2

)
.

Dans ce cas, l’écart-type de X est σX = (Var X)1/2.
Si X et Y sont deux variables aléatoires de carré intégrable, leur covariance est

Cov(X, Y ) = E ((X − E(X))(Y − E(Y ))) .

Quand Cov(X, Y ) = 0, on dit que X et Y sont non corrélées.

Proposition 3.4. Soit X, Y ∈ L2(Ω,P).

1. Var est une forme quadratique sur l’espace L0(Ω,P) des variables aléatoires sur Ω, et sa
forme polaire est Cov.

2. Var X = E(X2) − E(X)2 (formule de König-Huygens).

3. Cov(X, Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ).

4. Pour tout a ∈ R, Var(aX) = a2 Var(X).

5. Var(X) = 0 si et seulement si X est constante presque sûrement.
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Exemples classiques :

Loi Variance Loi Variance
B(p) p(1 − p) U([a, b]) (b−a)2

12
B(n, p) np(1 − p) E(λ) 1

λ2

G(p) 1−p
p2 N (m, σ2) σ2

P(λ) λ C(m, c) Non définie

Définition 3.5. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω, A,P) et p ≥ 1. Si X ∈ Lp(Ω,P),
on dit que X admet un moment d’ordre p, qui vaut E(Xp).

Remarque 3.6. Si X admet un moment d’ordre p, elle admet des moments d’ordre q pour
q ≤ p.

Proposition 3.7 (Inégalités classiques). Soient X et Y des variables aléatoires réelles.

1. Inégalité de Jensen : Si X est intégrable alors pour toute fonction convexe φ : R → R+,
on a

φ (E(X)) ≤ E (φ(X)) .

2. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si X et Y sont de carré intégrable,

E (|XY |) ≤ E
(
X2
)1/2

E
(
Y 2
)1/2

.

3. Inégalité de Hölder : Si X admet un moment d’ordre p et Y un moment d’ordre q avec
1
p

+ 1
q

= 1 (p ≥ 1 et q ≥ 1),

E (|XY |) ≤ E (|X|p)1/p E (|Y |q)1/q .

4. Inégalité de Minkowski : Si X et Y admettent un moment d’ordre p (p ≥ 1),

E (|X + Y |p)1/p ≤ E (|X|p)1/p + E (|Y |p)1/p .

5. Inégalité de Markov : Si X est à valeurs positives,

∀t > 0,P(X ≥ t) ≤ E(X)
t

.

6. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si X est de carré intégrable,

∀t > 0,P
(
|X − E[X]| ≥ t

)
≤ Var X

t2 .

4 Transformées classiques

4.1 Fonction génératrice
Pour des variables aléatoires discrètes, à valeurs dans N.
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Définition 4.1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. Sa fonction génératrice est
définie par

GX(s) = E(sX) =
+∞∑
k=0

P(X = k)sk

pour tout s ∈ C tel que la série converge.

Proposition 4.2.

1. GX est une série entière de rayon de convergence supérieur ou égal à 1 vérifiant GX(1) =
1.

2. Sur son disque (ouvert) de convergence, GX est de classe C∞ et

G
(l)
X (s) =

+∞∑
k=l

P(X = k)k(k − 1) . . . (k − l + 1)sk−l.

3. Si X a une espérance finie, alors GX est dérivable en 1 et G′
X(1) = E(X). Réciproquement,

si GX est dérivable en 1, alors X admet un moment d’ordre 1.

4. Si X a un moment d’ordre p, G
(p)
X (1) = E(X(X − 1) . . . (X − p + 1)). Réciproquement, si

GX est p fois dérivable en 1, alors X admet un moment d’ordre p.

5. Si X et Y ont même séries génératrices, alors elles ont même loi.

Exemples classiques :

Loi Fonction génératrice
B(p) 1 − p + ps
B(n, p) (1 − p + ps)n

G(p) ps
1−(1−p)s

P(λ) e(s−1)λ

4.2 Fonction caractéristique
Définition 4.3. Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction caractéristique est définie sur
R par

ϕX(t) = E
(
eitX

)
.

Pour une variable aléatoire à valeurs dans Rd, on définit sa fonction caractéristique sur Rd par
φX(t1, . . . , td) = E

(
ei⟨X,t⟩

)
.

Remarque 4.4. Si X est à densité fX , alors ϕX : t 7→
∫
R eitxfX(x) dx est la transformée de

Fourier de la fonction x 7→ fX(−x). Par conséquent, d’après le théorème d’inversion de Fourier,
si ϕX est intégrable, alors pour tout t ∈ R, fX(t) = 1

2π

∫
R e−itxϕX(t) dt.

Proposition 4.5. Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction caractéristique est bornée
par 1 et uniformément continue sur R.
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Proposition 4.6. Soit X une variable aléatoire réelle, de fonction caractéristique ϕX et de loi
PX . Si E(|X|p) < +∞, alors ϕX est p fois dérivable, et pour 0 ≤ k ≤ p,

ϕ
(k)
X (t) = ik

∫
R

xkeitx dPX(x).

En particulier, ϕ
(k)
X (0) = ikE[Xk].

!△ Si ϕX est dérivable p fois, X n’admet pas forcément de moment d’ordre p. Par contre c’est
le cas si p est pair.

Théorème 4.7. Si X et Y sont deux variables aléatoires telles que ϕX = ϕY , alors PX = PY .

Exemples classiques :

Loi Fonction caractéristique Loi Fonction caractéristique
B(p) 1 − p + peit U([a, b]) eitb−eita

it(b−a)
B(n, p) (1 − p + peit)n E(λ) λ

λ−it

G(p) peit

1−(1−p)eit N (m, σ2) eitme−σ2t2/2

P(λ) exp(λ(eit − 1)) C(m, c) eitm−c|t|

5 Caractérisation d’une loi
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rn. Sa loi PX est une mesure de probabilité sur

Rn, qui est caractérisée par chacune des choses suivantes :

• La donnée de PX(A), pour tout A ∈ B(Rn).

• La donnée de PX(P ), pour tout P pavé de Rn (théorème d’unicité des mesures).

• La donnée de E[f(X)], pour tout fonction f continue bornée, continue tendant vers 0 en
l’infini, continue à support compact ou C∞ à support compact.

• La fonction de répartition de X.

• La fonction génératrice de X (si X est discrète).

• La fonction caractéristique de X.

• La transformée de Laplace de X (quand elle existe).

6 Exercices
Exercice 1. Soit (An)n∈N une suite d’événements de l’espace probabilisé (ΩA,P). Montrer que

P(lim inf
n

An) ≤ lim inf
n

P(An)

et que
lim sup

n
P(An) ≤ P(lim sup

n
An).
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En déduire que si (An)n∈N converge, au sens où lim infn An = lim supn An, alors

lim
n→+∞

P(An) = P(lim
n

An),

où limn An désigne la valeur commune lim infn An = lim supn An.

Exercice 2 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (Ω, A,P) un espace probabilisé. Soit (An)n>0 une
suite d’événements. On suppose que ∑+∞

n=0 P(An) < ∞.

1. Pour n ≥ 1, on note Dn = ∪∞
k=nAk. Montrer que lim

n→∞
P(Dn) = 0.

2. En déduire que P(lim supn An) = 0. Interpréter ce résultat.

Exercice 3. Retrouver les expressions des fonctions de répartition, des espérances, des va-
riances et des transformées des lois « classiques ».

Exercice 4. Soit λ > 0 et soit X une variable aléatoire de loi de Poisson P(λ). Montrer que

P(X est impair) < P(X est pair).

Comparer ces deux quantités quand X suit une loi géométrique G(p), 0 < p < 1.

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique G(p), avec 0 < p < 1.
Calculer E

(
1
X

)
.

Exercice 6. Trouver deux couples de variables aléatoires discrètes de lois différentes dont les
lois marginales sont identiques.
Indication : On pourra considérer des variables aléatoires à valeurs dans {0, 1}.

Exercice 7. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = a
1+x2 . Déterminer a pour que f soit la

densité de probabilité d’une variable aléatoire X. Déterminer la fonction de répartition de X.
X admet-elle une espérance ?

Exercice 8. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle et F sa fonction de
répartition. Déterminer la loi de F (X). En déduire un algorithme permettant de simuler la loi
exponentielle de paramètre λ. Peut-on généraliser cette méthode ? Sous quelles hypothèses ?

Exercice 9. Soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f . On note F la
fonction de répartition de X. Démontrer que E(X) =

∫∞
0 (1 − F (x)) dx.

En déduire que si (Xn)n∈N est une suite de variables aléatoires positives de même loi, et si
pour tout n ∈ N, Mn = max(X1, . . . , Xn), alors E(Mn) = o(n) quand n → +∞.

Exercice 10. Soit X suivant une loi normale N (0, 1). Donner un équivalent de P(X > x)
lorsque x tend vers +∞.

Exercice 11. Si X est une variable aléatoire admettant une densité f , on appelle entropie de
X la quantité suivante (si elle existe)

H(X) = −
∫
R

f(x) ln f(x) dx.

1. Calculer l’entropie d’une variable aléatoire uniforme.

2. On suppose que X ∼ N(m, σ2). Calculer son entropie.
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3. On souhaite prouver que, parmi les variables aléatoires de variance donnée, les lois nor-
males sont celles qui admettent une entropie maximale. On fixe donc Y une variable
aléatoire centrée, de variance σ2 et de densité, admettant une entropie. On note ϕ la
densité de N(0, σ2). On supposera dans la suite que la fonction x 7→ f(x) ln

(
ϕ(x)
f(x)

)
est

intégrable sur R. Vérifier que

H(Y ) =
∫
R

f(x) ln
(

ϕ(x)
f(x)

)
dx −

∫
R

f(x) ln ϕ(x) dx.

4. En déduire que H(Y ) ≤ 1
2(1 + ln(2πσ2)).
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