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A. Bailleul Cours-TD d’intégration et probabilités

Variables aléatoires, espérance et moments

1 Vocabulaire probabiliste

On utilise les notions développées dans le cours de théorie de la mesure. Le vocabulaire est
toutefois légerement différent.
(Q, A, P) est un espace probabilisé :

o ) est 'univers probabiliste.

o Les éléments A € A sont appelés événements.

o P est une mesure de probabilité, i.e. P(Q2) = 1.

e Une propriété vérifiée P-presque partout sera qualifiée de « presque strement ».
Définition 1.1. Soit (A, )nen une suite d’événements de (2, A). On définit :

o limsup, A, = NuenUpsn Ar € A. 1l s’agit de I'événement « A, se réalise une infinité de
fois ».

o liminf, A, = Upen Nisn Ax € A. 1l s’agit de I'événement « A, se réalise a partir d’un
certain rang 4.

On remarque que (limsup,, A,) = liminf, A¢.
Remarque 1.2. Pour retenir les définitions, se rappeler que liminf,, A,, C limsup,, 4,,.

Lemme 1.3 (Borel-Cantelli). Soit (A,)nen une suite d’événements. Si Y., P(A,) converge,
alors P(lim sup,, 4,,) = 0.

2 Variables aléatoires

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1. Une variable aléatoire (v.a.) est une application mesurable X définie sur
un espace probabilisé (2, A, P). Une variable aléatoire réelle est une variable aléatoire dont
l’espace d’arrivée est R muni de sa tribu borélienne. Si X est une variable aléatoire et w € €,
X(w), on dit que X (w) est une réalisation de X.

Lorsque X est une variable aléatoire & valeurs dans I’espace mesurable (E, F), on notera {X €
B} pour I'événement X 1(B) = {w € Q| X(w) € B}.

Définition 2.2. Soit X une variable aléatoire de (2, A, P) a valeurs dans (E,F). On appelle
loi de X, et on note souvent Px, la mesure image X,P de P par X.
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Rappelons que Px est une mesure de probabilité sur (F, F) et que pour tout B € F, Px(B) =
P(X € B).

Définition 2.3. Une wariable aléatoire discréte est une variable aléatoire dont [’espace
d’arrivée est presque sturement au plus dénombrable, muni de sa tribu des parties.

Exemple 2.4. Soit a € R. On définit X : (2, A,P) = R par X(w) = a pour tout w € Q. C’est
une variable aléatoire discrete, constante égale a a. Sa loi est d,. Elle est dite déterministe.

On définit trés souvent une variable aléatoire X par sa loi : « Soit X une variable aléatoire
suivant telle loi ». C’est parce qu’en théorie des probabilités, on s’intéresse en général a des
quantités P(X € B) plutot qu’a 'application X en elle-méme. L’espace probabilisé (2, .4, P)
n’a plus beaucoup d’importance au sens ou il n’est pas utile de le connaitre pour obtenir de
telles informations. Cet espace ne sera donc en général pas précisé.

Définition 2.5. Une densité sur R est une application f : R — R borélienne intégrable telle
que :

e On a f(x) > 0 pour \-presque partout x € R.

o Jpfdp=1

Une variable aléatoire réelle est dite a densité lorsque sa loi est de la forme py @ A —
S fdN, ou [ est une densité sur E.

Remarque 2.6. L’application ci-dessus est bien une mesure sur (R, B(R)). Le théoreme de
Randon-Nykodym affirme que la variable aléatoire réelle X est a densité si et seulement si sa

loi est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire lorsque pour tout
A€ B(R) tel que A(A) =0,onaP(X € A) =0.

Définition 2.7. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R%. Sa i®™¢ coordonnée X; est une
variable aléatoire réelle appelée i°™® marginale de X et sa loi est appelée i°™ loi marginale.
Si X1, ..., Xy sont des variables aléatoires réelles, leur lot jointe est la loi du vecteur aléatoire

X = (Xy,...,Xa).

Remarque 2.8. Etant donnée la loi du vecteur aléatoire X, ses lois marginales sont entiere-
ment déterminées car pour A borélien, on a

PX;c A)=P(X e Rx--- xRxAXxRx---xR).
~—_——— ~—_——

i—1 fois n—i fois
La réciproque est fausse (cf. exercices).

Définition 2.9. Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction de répartition Fx est
définie
Ve e R, Fx(z) =P(X <ux).

Une fonction de répartition est « cadlag » : elle est continue a droite en tout point et admet une
limite & gauche en tout point (Exercice : le démontrer a 'aide des propriétés de « continuité
monotone des mesures »). De plus, elle est croissante sur R, tend vers 0 en —oo et vers 1 en
400, et toute les conditions précédentes caractérisent les fonctions de répartition.

Remarque 2.10. En tant que fonction croissante, une fonction de répartition a un nombre
au plus dénombrable de points de discontinuité.



Proposition 2.11. Si deux variables aléatoires réelles ont méme fonction de répartition, alors
elles ont méme loi.

Démonstration. Les deux probabilités Px et Py coincident sur le 7-systeme constitué des in-
tervalles de la forme Ja,b] avec —oo < a < b < +o00. Ce 7-systeme engendre B(R) et les
probabilités sont des mesures de masse totale finie, on a donc que Px = Py d’apres le théoréme
d’unicité des mesures. O

Remarque 2.12. On peut de méme définir la fonction de répartition d’un vecteur aléatoire
X =(Xy,...,X,) par

FX(.ZUl,...,xn):IP)(Xl SI’l,...,Xnan),

et le méme argument que ci-dessus montre que la fonction de répartition caractérise la loi.

2.2 Exemples classiques

Dans chaque exemple, X désigne une variable aléatoire dont la loi est celle étudiée.

2.2.1 Variables aléatoires discrétes

« La loi uniforme U ({1,...,n}) sur {1,...,n}. Elle est définie par

pour tout k € {1,...,n}. Sa fonction de répartition est

0siz <0,
sl gGio<r<n

n

1sixz>n.

Elle modélise un tirage au hasard dans un ensemble a n éléments, ou la probabilité de
tirer chaque élément est la méme (lancer de dé équilibré, tirage de carte, etc.).

o La loi de Bernoulli B(p) de parametre p € [0, 1] est définie par
PX=1)=p et P(X=0)=1-p.

Sa fonction de répartition est (1 — p)Lig 1 + L +o0f-
Elle modélise une expérience aléatoire a deux issues (pile ou face avec piece non nécessai-

rement équilibrée).

» La loi binomiale B(n,p) de parametres n € N et p € [0, 1] est définie par
ny k n—k
P(X = k) = <k>p (1=p)""

pour tout k € {0,...,n}. Sa fonction de répartition est z — F(z) = Z,EQO (Z)pk(l—p)"*k.

Elle modélise le nombre de succes lors de n répétitions indépendantes d’une expérience
aléatoire avec une probabilité p de réussite (nombre de faces lors de n lancers indépendants
d’une méme piece).



« La loi géométrique G(p) de parametre p € [0, 1] est définie par
P(X =k) = (1-p)*'p,
pour tout k& € N*. Sa fonction de répartition est = — 1 — (1 — p)l* si # > 1, 0 sinon.
Elle modélise le rang du premier succes lors de la répétition indépendante d’'une méme

expérience aléatoire avec une probabilité de réussite p.

» La loi de Poisson P(\) de parameétre A > 0 est définie par

N
P(X:k):ge s

pour tout k£ € N. Sa fonction de répartition est z — e Z,EE:JO ’\k—l,ﬂ

Elle modélise le nombre d’occurrences d’événements aléatoires dans un intervalle de temps
donné, ces événements étant indépendants du temps écoulé depuis le précédent (nombre
de clients qui rentrent dans un restaurant entre deux heures données).

2.2.2 Variables aléatoires a densité
« La loi uniforme U([a,b]) sur le segment [a,b] est donnée par la densité ;=T Sa
fonction de répartition est o+ F(x) = =2 1ja5(7) + Ljp 400 ().

Elle modélise le tirage aléatoire d’'un nombre réel entre a et b (« lancer de fléchette sur la
droite »).

A Malgré la formulation ci-dessus, la probabilité de tirer un réel = € [a,b] donné est 0.

« Laloi exponentielle £()\) de parametre A > 0 est donnée par la densité x — Ae 1 oof(z).
Sa fonction de répartition est z — F(z) = (1 — e ™)1 joo(2).
Elle modélise la durée de vie d’'un phénomeéne sans mémoire (durée de vie d’'une ampoule,
d’un composant radioactif).

« La loi gaussienne (ou loi normale) N (m,o?) de parametres m € R et 02 > 0 est

donnée par la densité x +— \/21r7 exp( — %) Sa fonction de répartition est xz —
1 2

firoo 2702 exXp ( o (xQUT;L) ) dz.

Elle apparait naturellement comme loi limite dans de nombreuses situations, notamment

avec le théoreme central limite.

« La loi de Cauchy C(m,c) de paramétres m € R et ¢ > 0 est donnée par la densité

c 1 : 4 spd 1 r—m 1
i s o Sa fonction de répartition est x — —arctan =™ + 3.

C’est la loi du quotient de deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois nor-
males.

3 Espérance et moments

3.1 Espérance

Définition 3.1. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (0, A, P), d
valeurs dans R. Si X est a valeurs positives ou si X € LY(Q,P), on définit son espérance par

E(X) = /Q X dP.
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SiE(X) =0, X est dite centrée.

Proposition 3.2 (Formule de transfert). Soit X une variable aléatoire d valeurs dans (E, A) de
loi Px. Soit ¢ : E — R une fonction mesurable a valeurs positives ou telle que po X € LY(Q,P).
Alors

E(p(X)) = [ odPx.

Cas importants :

o Si X est une variable aléatoire intégrable a valeurs dans N alors

E(X) = Jion]P’(X =n).

n=0

e Si X est une variable aléatoire intégrable, de densité f, alors
E(X) = / xf(z)dz.
R

Exemples classiques :

Loi Espérance || Loi Espérance
B(p) p U([a, b)) ne
B(n,p) np E(N) X

G(p % N(m,o?) m
P(N) A C(m,c) non définie

3.2 Variance et moments d’ordre supérieur

Définition 3.3. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, A, P). Si X € L2(Q,P), on appelle

vartance de X la quantité
Var X = E ((X - E[X])?).

Dans ce cas, l'écart-type de X est ox = (Var X)V/2.

Si X etY sont deuzr variables aléatoires de carré intégrable, leur covariance est
Cov(X,)Y)=E (X —E(X))(Y —E(Y))).

Quand Cov(X,Y) =0, on dit que X etY sont non corrélées.

Proposition 3.4. Soit X, Y € L*(Q,P).

1. Var est une forme quadratique sur l'espace L°(Q,P) des variables aléatoires sur Q, et sa
forme polaire est Cov.

Var X = E(X?) — E(X)? (formule de Konig-Huygens).
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Pour tout a € R, Var(aX) = a® Var(X).

Var(X) = 0 si et seulement si X est constante presque strement.
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Exemples classiques :

Loi Variance | Loi Variance
B(p) | p(1—p) | U([a,b]) e
B(n,p) | np(1—p) | EN) =

Q(p 1p;2p /\/(m, 02) o’
P(N) A C(m,c) Non définie

Définition 3.5. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, A, P) et p > 1. Si X € LP(Q,P),
on dit que X admet un moment d’ordre p, qui vaut E(X?).

Remarque 3.6. Si X admet un moment d’ordre p, elle admet des moments d’ordre ¢ pour
q=<p.

Proposition 3.7 (Inégalités classiques). Soient X etY des variables aléatoires réelles.

1. Inégalité de Jensen : Si X est intégrable alors pour toute fonction convezre ¢ : R — RT,
on a

¢ (E(X)) <E(e(X)).

2. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si X et'Y sont de carré intégrable,
E(xY|) <E(x?)"E(v?)".

3. Inégalité de Holder : Si X admet un moment d’ordre p et Y un moment d’ordre q avec
Lpi=1(p>1etg>1),

E(IXY]) <E(XP)"PE([Y]9)"".
4. Inégalité de Minkowski : Si X et Y admettent un moment d’ordre p (p > 1),
E (X +YP)? <E(XP)?+E(Y])".

5. Inégalité de Markov : Si X est a valeurs positives,

E
Vt>0,P(X >¢) < (t)

6. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si X est de carré intégrable,

X
vt > 0,P(|X ~E[X]| > t) < vil; .

4 Transformées classiques

4.1 Fonction génératrice

Pour des variables aléatoires discretes, a valeurs dans N.



Définition 4.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Sa fonction génératrice est
définie par

+oo
Gx(s) =E(s¥) =Y P(X = k)s*
k=0
pour tout s € C tel que la série converge.
Proposition 4.2.

1. Gx est une série entiére de rayon de convergence supérieur ou égal a 1 vérifiant G x(1) =
1.

2. Sur son disque (ouvert) de convergence, Gx est de classe C* et

GV (s) = JiOIP(X =k)k(k—1)...(k—1+1)s""

3. St X a une espérance finie, alors Gx est dérivable en 1 et G’y (1) = E(X). Réciproqguement,
si Gx est dérivable en 1, alors X admet un moment d’ordre 1.

4. 81 X a un moment d’ordre p, Gg’g)(l) =E(X(X —1)...(X —p+1)). Réciproqguement, si
Gx est p fois dérivable en 1, alors X admet un moment d’ordre p.

5. 51 X etY ont méme séries génératrices, alors elles ont méme los.

Exemples classiques :

Loi Fonction génératrice
B(p) l—p+ps

B(n, p) (I—p+ps)"
g(p) 1—(Il)ip)s

P(N) els—1A

4.2 Fonction caractéristique

Définition 4.3. Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction caractéristique est définie sur
R par '
ox(t) =E (™).

Pour une variable aléatoire & valeurs dans R%, on définit sa fonction caractéristique sur R? par
@X(tlv cee 7td) =K (€i<X7t>)'

Remarque 4.4. Si X est a densité fy, alors ¢y : t — [z €™ fx(z)dz est la transformée de
Fourier de la fonction z — fx(—x). Par conséquent, d’apres le théoréme d’inversion de Fourier,
si ¢x est intégrable, alors pour tout t € R, fx(t) = 5= [z e ox(t) dt.

Proposition 4.5. Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction caractéristique est bornée
par 1 et uniformément continue sur R.



Proposition 4.6. Soit X une variable aléatoire réelle, de fonction caractéristique ¢x et de loi
Px. St E(|X|P) < +o0, alors ¢x est p fois dérivable, et pour 0 < k < p,

o) = [ a*e™ dPx(a).
R

En particulier, ¢§’§)(0) = *E[XF].

A si ¢x est dérivable p fois, X n’admet pas forcément de moment d’ordre p. Par contre c¢’est
le cas si p est pair.

Théoreme 4.7. 57 X etY sont deux variables aléatoires telles que ¢x = ¢y, alors Px = Py.

Exemples classiques :

Loi Fonction caractéristique | Loi Fonction caractéristique
B(p) 1—p+pe” U([a, b)) ezzb__e:)a

B(n.p) (1—p+pe)” E(N) )\iit

9(v) (i N (m, o?) e

PN exp(\(e’f — 1)) C(m, c) it

5 Caractérisation d’une loi

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R". Sa loi Px est une mesure de probabilité sur
R™, qui est caractérisée par chacune des choses suivantes :

o La donnée de Py (A), pour tout A € B(R").
o La donnée de Px(P), pour tout P pavé de R" (théoréeme d’unicité des mesures).

« La donnée de E[f(X)], pour tout fonction f continue bornée, continue tendant vers 0 en
I'infini, continue a support compact ou C*™ a support compact.

e La fonction de répartition de X.
« La fonction génératrice de X (si X est discrete).
o La fonction caractéristique de X.

o La transformée de Laplace de X (quand elle existe).

6 Exercices
Exercice 1. Soit (A, )nen une suite d’événements de ’espace probabilisé (QA,P). Montrer que
]P’(limninf A, < lim inf P(A,)

et que
limsup P(A,,) < P(limsup A,,).
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En déduire que si (A,)nen converge, au sens ot liminf, A, = limsup,, A,, alors

lim P(A,) = P(lim 4,),

n—4o0o
ou lim,, A,, désigne la valeur commune liminf, A, = limsup,, A,.

Exercice 2 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit (Ay)n>o0 une
suite d’événements. On suppose que 325 P(A,) < oo.

1. Pourn > 1, on note D,, = U2, Ax. Montrer que nh_g)lo P(D,) = 0.
2. En déduire que P(limsup,, A,)) = 0. Interpréter ce résultat.

Exercice 3. Retrouver les expressions des fonctions de répartition, des espérances, des va-
riances et des transformées des lois « classiques ».

Exercice 4. Soit A > 0 et soit X une variable aléatoire de loi de Poisson P(X). Montrer que
P(X est impair) < P(X est pair).
Comparer ces deuzr quantités quand X suit une loi géométrique G(p), 0 < p < 1.

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique G(p), avec 0 < p < 1.

Calculer E (%)

Exercice 6. Trouver deux couples de variables aléatoires discrétes de lois différentes dont les
lois marginales sont identiques.
Indication : On pourra considérer des variables aléatoires a valeurs dans {0, 1}.

Exercice 7. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = .2 Déterminer a pour que f soit la

densité de probabilité d’une variable aléatoire X. Déterminer la fonction de répartition de X .
X admet-elle une espérance ?

Exercice 8. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle et I sa fonction de
répartition. Déterminer la loi de F(X). En déduire un algorithme permettant de simuler la loi
exponentielle de paramétre \. Peut-on généraliser cette méthode ? Sous quelles hypotheéses ¢

Exercice 9. Soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f. On note F' la
fonction de répartition de X. Démontrer que E(X) = [°(1 — F(z))dz.

En déduire que si (X,)nen est une suite de variables aléatoires positives de méme loi, et si
pour tout n € N, M, = max(Xy,...,X,), alors E(M,) = o(n) quand n — +oc.

Exercice 10. Soit X suivant une loi normale N'(0,1). Donner un équivalent de P(X > x)
lorsque x tend vers 4o0.

Exercice 11. Si X est une variable aléatoire admettant une densité f, on appelle entropie de
X la quantité suivante (si elle existe)

H(X) = — / (o) In f(z) dz.
R
1. Calculer U’entropie d’une variable aléatoire uniforme.

2. On suppose que X ~ N(m,o?). Calculer son entropie.
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3. On souhaite prouver que, parmi les variables aléatoires de variance donnée, les lois nor-
males sont celles qui admettent une entropie maximale. On fixe donc Y une variable
aléatoire centrée, de variance o* et de densité, admettant une entropie. On note ¢ la
densité de N(0,0?). On supposera dans la suite que la fonction z — f(z)In (%) est
intégrable sur R. Vérifier que

H(Y) :/Rf(x) In <j§g;> dx—/Rf(x) In¢(x)de.

4. En déduire que H(Y) < (1 + In(2m0?)).
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