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Espaces Lp, convolution et transformée de Fourier

Références supplémentaires pour les espaces Lp et la convolution :

• Li, Cours d’analyse fonctionnelle, Ellipses

• Brézis, Analyse fonctionnelle, Dunod

• Hirsch-Lacombe, Éléments d’analyse fonctionnelle, Dunod

• Willem, Analyse fonctionnelle élémentaire, Cassini

1 Espaces Lp, 1 ≤ p ≤ +∞
Soit (E, A, µ) un espace mesuré. On notera K = R ou C.

Définition 1.1. Soit p ∈ [1, +∞]. On appelle l’exposant conjugué de p l’élément q ∈ [1, +∞]
tel que 1

p
+ 1

q
= 1, avec la convention 1

+∞ = 0 et 1
0 = +∞.

Remarque 1.2. On a alors p = q(p − 1).

Définition 1.3. Soit f : E → K mesurable. Pour p ∈ [1, +∞[, on définit

||f ||p =
(∫

E
|f |p dµ

)1/p

et ||f ||∞ = inf {M > 0 | |f | ≤ M µ-presque partout}

et on définit
Lp(E, A, µ) = {f : E → K mesurable | ||f ||p < +∞} .

!△ Ne pas oublier la puissance 1/p dans la définition de ||f ||p. Ne jamais mentionner d’espace
Lp avec p < 1.

Exercice 1. Montrer que la borne inférieure dans la définition de ||·||∞ est en fait un minimum.

Lemme 1.4 (Inégalité d’Young). Pour tout a, b ≥ 0 et pour tout p ∈]1, +∞[ d’exposant conju-
gué q, on a

ab ≤ ap

p
+ bq

q

avec égalité si et seulement si ap = bq.

Théorème 1.5 (Inégalité de Hölder). Soit p ∈ [1, +∞] d’exposant conjugué q. Pour toutes
fonctions f, g : E → K mesurables, on a∫

E
|fg| dµ ≤ ||f ||p||g||q.

Autrement dit, ||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q. De plus, si 1 < p < +∞, on a égalité si et seulement si |f |p
et |g|q sont colinéaires µ-presque partout.
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Corollaire 1.6 (Inégalité de Minkowski). Pour toutes fonctions f, g : E → K mesurables,

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p.

En particulier, Lp(E, A, µ) est un K-espace vectoriel, et || · ||p est une semi-norme sur cet
espace.

Proposition 1.7 (Définition de Lp). On note Lp(E, A, µ) (ou Lp(E) voire Lp lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguïté) l’ensemble quotient Lp(E, A, µ)/ ∼ où ∼ est la relation d’équivalence d’égalité
µ-presque partout. C’est un espace vectoriel et || · ||p y définit une norme.

!△ Un élément de Lp(E, A, µ) est donc une classe d’équivalence de fonctions égales µ-presque
partout. On prendra donc garde à ne jamais évaluer un élément f ∈ Lp(E), même si l’usage
fait que l’on parle de f comme une fonction.

Exemple 1.8. Si E = N et µ est la mesure de comptage, alors pour tout p ∈ [1, +∞],
Lp(N, P(N), µ) est noté ℓp(N) (ou ℓp). Pour p ∈ [1, +∞[, c’est l’espace des suites a = (an)n∈N
d’éléments de K telles que

+∞∑
n=0

|an|p < +∞,

muni de la norme définie par

||a||p =
(+∞∑

n=0
|an|p

)1/p

.

Pour p = +∞, c’est l’espace des suites (an)n∈N d’éléments de K bornées, muni de la norme
définie par ||a||∞ = supn∈N |an|. Remarquons que, dans ce cas, il n’y a pas d’ensemble non vide
de mesure nulle et donc Lp coïncide avec Lp.

Exercice 2 (Liens entre les Lp). On suppose que µ(E) < +∞.

1. Montrer que si p < q alors Lq(E) s’identifie à un sous-espace vectoriel de Lp(E), avec
une injection continue.

2. Donner un contre-exemple dans le cas où µ(E) = +∞.

3. Comparer ℓp et ℓq, pour p < q.

Théorème 1.9 (Riesz-Fischer). Pour tout p ∈ [1, +∞], l’espace Lp muni de la norme f 7→ ||f ||p
est un espace de Banach.

Exercice 3 (Démonstration du théorème de Riesz-Fischer). 1. Traiter le cas p = +∞.

2. On suppose maintenant p < +∞.

(a) Soit (gn)n∈N une suite de fonctions mesurables positives sur E. Montrer que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

gn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
p

≤
∞∑

n=0
||gn||p.

(b) Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans Lp. Montrer qu’on peut extraire (fnk
)k∈N telle

que
+∞∑
k=0

||fnk+1 − fnk
||p < +∞.
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(c) Montrer que ∑k(fnk+1 − fnk
) converge absolument µ-presque partout.

(d) On pose

f(x) = fn0(x) +
∞∑

k=0

(
fnk+1(x) − fnk

(x)
)

.

Justifier que f est bien définie, puis que f ∈ Lp et que fnk
−→

k→+∞
f dans Lp.

(e) Conclure.

Remarque 1.10. On déduit du théorème de Riesz-Fischer que Lp(X, µ) est en fait un sous-
espace fermé de Lq(X, µ) quand p < q et µ(X) est fini.

Corollaire 1.11. L2(E) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

⟨f, g⟩ =
∫

E
fg dµ.

Corollaire 1.12 (de la démonstration). Toute suite de Cauchy de Lp admet une sous-suite qui
converge µ-presque partout. En particulier, toute suite convergente de Lp admet une sous-suite
qui converge µ-presque partout.

Exercice 4. Trouver des contre-exemples illustrant les deux assertions suivantes.

• La convergence µ-presque partout n’entraîne pas la convergence Lp.

• La convergence Lp n’entraîne pas la convergence µ-presque partout.

2 Suites régularisantes
Définition 2.1. On appelle approximation de l’unité une suite (αn)n≥1 de fonctions me-
surables positives sur Rd, d’intégrale 1 et telles que

∀δ > 0,
∫

|x|>δ
αn(x) dx −→

n→+∞
0.

Proposition 2.2. Si α : Rd → R+ est mesurable d’intégrale 1, alors (αn)n∈N définie par

αn(x) = ndα(nx)

pour x ∈ Rd est une approximation de l’unité.

Définition 2.3. Une suite régularisante est une approximation de l’unité composée de fonc-
tions C∞ à supports compacts.

Exercice 5 (Existence de suites régularisantes). Il s’agit de construire α ∈ C∞(Rd,R+) à
support compact non identiquement nulle.

1. Montrer que la fonction
ρ : t 7→ exp

(
−1

t

)
1t>0

est de classe C∞ sur R.

2. Montrer que α : x 7→ ρ(1 − ||x||22) répond à la question et que de plus Supp(α) = B(0, 1).
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3 Convolution
Si f et g sont deux fonctions mesurables sur Rd, la convolution

f ∗ g : x 7→
∫
Rd

f(x − y)g(y) dy

est bien définie à condition que pour presque tout x ∈ Rd,∫
Rd

|f(x − y)g(y)|dy < +∞.

Dans ce cas, l’invariance de la mesure de Lebesgue par translation et par la symétrie y 7→ −y
entraîne aussitôt que g ∗ f est bien définie et que g ∗ f = f ∗ g.

Proposition 3.1. Soient f, g ∈ L1(Rd, B(R)d, λ). Alors, pour λ-presque tout x ∈ Rd, la convo-
lution f ∗ g(x) est bien définie. De plus, f ∗ g ∈ L1(λ) et ∥f ∗ g∥1 ≤ ∥f∥1∥g∥1.

Proposition 3.2. Soient f ∈ L1(RdB(R)d, λ) et g ∈ Lp(RdB(R)d, λ), avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors
pour presque tout x ∈ Rd, f ∗ g(x) est bien défini, f ∗ g ∈ Lp et

||f ∗ g||p ≤ ||f ||1||g||p.

Proposition 3.3. Soient p ∈ [1, +∞] et q son exposant conjugué. Soient f ∈ Lp(Rd, B(Rd), λ)
et g ∈ Lq(Rd, B(Rd), λ). Alors, pour tout x ∈ Rd, la convolution f ∗ g(x) est bien défini et f ∗ g
est bornée sur Rd et même uniformément continue.

Définition 3.4. L’espace L1
loc(Rd) des fonctions localement intégrables est l’ensemble des

fonctions mesurables g telles que pour tout compact K ⊂ Rd, g1K est intégrable.

Proposition 3.5. Soient f ∈ Ck
c (Rd) une fonction de classe Ck à support compact et g ∈

L1
loc(Rd). Alors f ∗ g est de classe Ck sur Rd et pour tout α⃗ = (α1, α2, . . . , αd) tel que |α⃗| =

α1 + α2 + · · · + αd ≤ k,
∂α⃗ (f ∗ g) = (∂α⃗f) ∗ g.

En particulier, si f ∈ C∞
c (Rd) et g ∈ L1

loc(Rd), alors f ∗ g ∈ C∞(Rd).

4 Approximation dans les espaces Lp

Théorème 4.1. On suppose que p < +∞.

1. Pour tout espace mesuré (E, A, µ), l’ensemble des fonctions étagées intégrables est dense
dans Lp(E).

2. Pour tout ouvert non vide Ω de Rd, l’ensemble des combinaisons linéaires d’indicatrices
de pavés inclus dans Ω est dense dans Lp(Ω).

3. Cc(Ω) est dense dans Lp(Ω).

Exercice 6. Soit f : Rd → K continue bornée et soit (αn)n∈N une approximation de l’unité.
Montrer que αn∗f est bien définie et que αn∗f tend vers f uniformément sur tous les compacts.

Théorème 4.2. Soit f ∈ Lp(Rd) avec p ∈ [1, +∞[ et soit (αn)n∈N une approximation de l’unité.
Alors αn ∗ f ∈ Lp(Rd) et on a

αn ∗ f
Lp

−→
n→+∞

f.
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!△ Ce résultat utilise le fait que les opérateurs de translation f 7→ (x 7→ f(x+a)) sont continus
dans Lp, résultat qui utilise le point 3 du Théorème 4.1, qui lui-même utilise la régularité de la
mesure de Lebesgue.

Corollaire 4.3. Soit Ω un ouvert non vide de Rd. Pour tout p ∈ [1, +∞[, C∞
c (Ω) est dense

dans Lp(Ω).

5 Un peu de transformation de Fourier
Définition 5.1. Soit f ∈ L1(R). Sa transformée de Fourier est la fonction

f̂ : ξ 7→
∫
R

f(x)e−ixξ dx.

Il est clair que l’opérateur de transformation de Fourier est linéaire continu de L1(R) dans C0
b (R).

!△ Il existe plusieurs conventions pour la transformée de Fourier, qui diffèrent d’une constante
multiplicative. La formule d’inversion et le caractère isométrique en dépendent.

Proposition 5.2 (Régularité de la transformée de Fourier). Soit f ∈ L1(R). Alors f̂ est définie
et continue sur R, et limξ→±∞ f̂(ξ) = 0. Si x 7→ xnf(x) ∈ L1(R) alors f̂ est de classe Cn et
pour tout k ∈ {0, . . . , n}, ξ ∈ R,

f̂ (k)(ξ) = (−i)k
∫
R

xkf(x)e−ixξ dx.

Si f ∈ L1(R) est dérivable, tend vers 0 en ±∞ et f ′ ∈ L1(R), alors pour tout ξ ∈ R, f̂ ′(ξ) =
iξf̂(ξ).

Démonstration. La continuité est claire par continuité sous le signe intégrale. Pour la limite
en ±∞ on montre le résultat pour les fonctions continues à support compact puis on utilise
leur densité dans L1(R). Le résultat suivant s’obtient par dérivation sous le signe intégrale,
et le dernier par intégration par parties (sur des segments dont on fait tendre les bornes vers
l’infini).

Remarque 5.3. On peut même montrer que f̂ est uniformément continue sur R quand
f ∈ L1(R).

Proposition 5.4 (Transformée de Fourier et convolution). Soit f, g ∈ L1(R). Alors

f̂ ∗ g = f̂ × ĝ.

Démonstration. Utiliser le théorème de Fubini.

Théorème 5.5 (Formule d’inversion de Fourier). Soit f ∈ L1(R) telle que f̂ ∈ L1(R). Alors
tout x ∈ R,

f(x) = 1
2π

∫
R

f̂(ξ)eixξ dξ,

autrement dit
ˆ̂
f = 1

2π
f̌

où f̌ : x 7→ f(−x).
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Démonstration. On utilise l’approximation de l’unité définie par la gaussienne G : ξ 7→ 1√
2π

e− ξ2
2

qui a le bon goût de vérifier Ĝ =
√

2πG (vérifier qu’elle satisfait à une équation différentielle
résoluble).

Corollaire 5.6. L’opérateur de transformation de Fourier est injectif.

Théorème 5.7 (Plancherel). La transformée de Fourier se prolonge en une isométrie surjective
de L2(R) dans lui-même.

Démonstration. Le caractère isométrique, et donc la continuité de L1(R) ∩ L2(R) dans L2(R)
se montre par approximation de l’unité. On prolonge alors l’opérateur défini sur le sous-espace
dense L1(R) ∩ L2(R) de L2(R) grâce à la complétude de L2(R). La surjectivité provient de la
formule d’inversion de Fourier et d’un passage à la limite.

!△ Si f ∈ L2(R), il n’y a pas de raison que l’intégrale∫
R

f(x)e−ixξ dξ

ait un sens, même en tant que limite sur les bornes, et donc elle ne représente pas toujours
f̂(ξ). Par contre f̂ est toujours la limite au sens L2 des intégrales tronquées.

6 Exercices
Exercice 7. Soit f : R → C borélienne.

Soit 1 ≤ α < β < ∞. On suppose que f ∈ Lα(R) ∩ Lβ(R).

1. Montrer que pour tout p ∈ [α, β], on a |f |p ≤ |f |α + |f |β. En déduire que {p ∈ [1, +∞[|
f ∈ Lp(R)}est un intervalle de R.

2. Montrer que l’application p 7→ ||f ||p est continue là où elle est définie.

Exercice 8. Soit (E, A, µ) un espace mesuré de masse totale finie. Montrer que pour tout
f ∈ L∞(E), on a

lim
p→+∞

||f ||p = ||f ||∞.

Exercice 9. Soit (E, A, µ) un espace mesuré et soit (fn)n∈N une suite de fonctions de Lp(E) qui
converge vers f dans Lp(E) et qui converge µ-presque partout vers f̃ . Montrer que f̃ ∈ Lp(E)
et que f = f̃ µ-presque partout.

Exercice 10. Montrer que l’espace Lp(R) est séparable pour p ∈ [1, +∞[ et que L∞(R) n’est
pas séparable.

Exercice 11. Montrer qu’il n’existe pas d’élément neutre pour la convolution dans L1(R).

Exercice 12. Soit α, β ∈ R. Montrer l’existence et calculer le produit de convolution fα ∗ fβ,
où pour tout γ ∈ R,

fγ : x 7→ eγx
1[0,∞[(x).

Exercice 13. Pour tout n > 0, on pose an =
∫ 1

−1(1 − t2)n dt et

pn : t 7→
{ (1−t2)n

an
si |t| < 1

0 sinon.
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1. Montrer que (pn)n∈N est une approximation de l’unité (seulement continue).

2. Soit f une fonction continue sur R, nulle en dehors de I = [−1
2 , 1

2 ].
Montrer que f ∗ pn est une fonction polynomiale sur I.

3. En déduire le théorème de Weierstrass : si J est un segment de R, et si f : J → C est une
fonction continue, alors f est limite uniforme sur J d’une suite de fonctions polynomiales.

Exercice 14. Calculer la transformée de Fourier de :

1. 1[a,b] avec a < b.

2. x 7→ e− |x|
c .

3. x 7→ 1
1+x2 .

4. x 7→ 1
(1+x2)2 .

Exercice 15. Soit f : R → R telle que f(x) = o(e−δ|x|) quand x → ±∞, où δ > 0. Montrer
que f̂ se prolonge en une fonction holomorphe sur {z ∈ C | |Im(z)| < δ}. En déduire que si f

et f̂ sont à supports compacts, alors f = 0.

Exercice 16. Soit 0 < a < b. Déterminer f ∈ L1(R) telle que pour tout x ∈ R,
∫
R

f(t)
(x − t)2 + a2 dt = 1

x2 + b2 .
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