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Intégration : outils de calcul

1 L’intégrale de Riemann

Avant l'intégrale de Lebesgue, vous avez appris I'intégrale de Riemann, pour laquelle il faut
connaitre l'origine et les faiblesses. Dans cette section, a et b sont des réels avec a < b.

Définition 1.1 (Fonctions en escalier, fonctions réglées). Une fonction définie sur [a,b] est dite
en escalier lorsqu’elle est combinaison linéaire d’indicatrices d’intervalles (inclus dans [a,b]).
Une fonction définie sur [a,b] est dite réglée lorsqu’elle est limite uniforme de fonctions en
escalier sur [a,b].

Les fonctions en escaliers étant en particulier des fonctions étagées (réciproque fausse), on
dispose d’une notion évidente d’intégrale pour une telle fonction.

Définition 1.2 (Riemann-intégrabilité). Soit f : [a,b] — R. On dit que f est Riemann-
intégrable lorsque pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier p. et V. telles que

0 < f <.

et
/ab Ye(x)da — /ab we(x)da < e.

Dans ce cas, on définit l'intégrale de Riemann de f comme

b b b
/ f(z)dz = sup {/ plx)de | < f en escalier} = inf {/ plx)de | f < en escalz’er}.

Remarque 1.3. On étend cette notion aux fonctions a valeurs complexes par linéarité.

Théoréme 1.4. Toute fonction réglée est Riemann-intégrable. En particulier, toute fonction
continue (par morceauz) sur un segment y est Riemann-intégrable.

Remarque 1.5. On peut montrer qu'une fonction définie sur [a, b] est réglée si et seulement
si elle admet des limites a gauche et a droite en tout point de [a, b].

Exemple 1.6. Soit f : [0,1] — R définie par f(z) = sin(1/z) si x # 0 et f(0) = 0. Alors f
n’est pas réglée. Par contre elle est Riemann-intégrable (voir le Théoréme 1.8).

Proposition 1.7 (Sommes de Riemann). Soit f : [a,b] — R Riemann-intégrable. Alors

b_anzlf< )Mm/




Application 1. Calculer
"1
li .

Théoréme 1.8. Une fonction bornée sur [a,b] est Riemann-intégrable si et seulement si l’en-
semble de ses points de discontinuité est de mesure de Lebesgue nulle. En particulier, une
fonction Riemann-intégrable est Lebesque-intégrable. Dans ce cas, les deur notions d’intégrales
coincident.

Exemple 1.9. La fonction 1g n’est Riemann-intégrable sur aucun segment, mais est Lebesgue-
intégrable (d’intégrale nulle).

Défauts de l’intégrale de Riemann : Elle ne fonctionne réellement que sur des segments
(voir les intégrales généralisées ci-dessous), elle ne peut intégrer que des fonctions bornées, 'es-
pace des fonctions Riemann-intégrables n’est pas complet pour la norme L.

/\ Ne jamais mentionner les intégrales de Kurzweil-Henstock, Stieltjes, Daniell ou autre théo-
ries exotiques de l'intégration a I’agrégation.

2 Théoreme fondamental de ’analyse

Dans le cadre de l'intégrale de Riemann, on montre aisément le résultat suivant.

Théoréme 2.1 (Théoreme fondamental de I'analyse).
1. Si f est une fonction continue sur [a, b], alors F : [a,b] — C définie par F(x) = [ f(t)dt
est C' sur [a,b] et F' = f sur [a,].
2. Si F est une fonction de classe C* sur [a,b], alors F(b) — F(a) = [° F'(t) dt.

L’intégrale de Lebesgue permet d’obtenir des résultats similaires en relaxant les hypotheses de
régularité sur f.

Définition 2.2 (Absolue continuité). Soit I = [a,b] un segment de R. Une fonction f: 1 — R
est dite absolument continue sur I si, pour tout ¢ > 0, il existe & > 0 tel que, pour tout
entier n > 1 et toute suite finie ([ag, bg])1<k<n de sous-intervalles de I d’intérieurs disjoints,

Z |br, — ag| <6 implique Z |f(br) — f(ag)| < e.
k=1

k=1

Une fonction R — R est dite absolument continue si elle est absolument continue sur tout
segment.

Remarque 2.3. Une fonction lipschitzienne est absolument continue. Une fonction absolu-
ment continue est uniformément continue sur tout segment (prendre n = 1 dans la définition
précédente). Les réciproques sont fausses (voir 'Exemple 2.5).

Théoréme 2.4.

1. Une fonction F': R — C est absolument continue si et seulement s’il existe une fonction
f: R — C localement intégrable (c’est-a-dire intégrable sur tout segment) telle que pour
tout ,y € R,

Fy) = F(x) = A

[,y



2. Dans les conditions ci-dessus, F' est dérivable presque partout, et on a F' = f presque
partout.

Exemple 2.5.
« L’escalier du diable n’est pas absolument continu, car on a F(1)—F(0) = 1 # [ F'(t)dt =
0. Par contre il est uniformément continu sur [0, 1] car il est continu et [0, 1] est compact.
o La fonction x — +/z est absolument continue sur R* car elle est dérivable presque
partout, de dérivée localement intégrable. Cependant, elle n’est pas lipschitzienne au
voisinage de 0.

3 Intégration par parties

Si u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle I, on a (uv) = u'v 4+ wv’, soit

wv' = (uv) — v'v. En intégrant (sous des hypotheéses convenables), on obtient :

Théoréme 3.1. Soient u et v deuz fonctions de classe C* (ou plus généralement, absolument
continues) sur |a,b]. Alors

A L’intégration par parties n’est en général valable que sur des intervalles bornés. Pour I'utiliser
dans le cadre des intégrales sur des intervalles infinis a droite et/ou a gauche, il faut toujours
se ramener a un intervalle fini, avant de faire tendre les bornes concernées vers I'infini.

4 Changements de variables

Définition 4.1. Soient U et V des ouverts de R?. On dit qu'une application ¢ : U — V est
un difféomorphisme de classe C' (ou C'-difféomorphisme) lorsque ¢ est bijective, de classe
Ct et si ! est de classe C* sur D.

Remarquons qu’alors la différentielle Dy(u) est inversible pour tout u € U, d’inverse (d’apres
la régle de différentiation des composées) Do~ (p(u)).

Théoréme 4.2 (du changement de variable). Soit ¢ : U — o(U) un C'-difféomorphisme. Alors
pour toute fonction f: o(U) — R intégrable ou borélienne positive, on a

[O(U)f(x) dw:/Uf(go(u))|J¢(u)|du7

ot J,(u) = det(Dp(u)) est le jacobien de ¢ en w.

Remarque 4.3. On peut se souvenir de la formule de changement de variables en pensant au
cas de la dimension 1 :

r=pu) = dr=¢'(u)duen dimension 1,
r=¢(u) = dz=|J,(u)]du en dimension d.

/\ Ne pas oublier la valeur absolue devant le jacobien. Le théoreme utilisé en dimension 1 est
plus général que celui-ci, et ne nécessite notamment pas que ¢ soit injective.



Exemple 4.4. Considérons le C!-difféomorphisme (A a savoir démontrer proprement!) de
passage en coordonnées polaires :

R**x] — m, a[— R*\ (R~ x {0})
@ :(r,0) — (rcosf,rsind).

Comme R~ x {0} est de mesure de Lebesgue nulle, on a pour toute fonction f : R*> — R
borélienne positive ou intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue :

/RQf(x)dx = /Ooo/_:f(rcosﬁ,rsinH)rder.

Application 2. Calcul du volume de la boule unité dans R3.

Application 3. Calcul de l"intégrale de Gauss
/e_mg dz. (Ezercice /)
R

Théoréme 4.5 (de transfert). Soit f une application mesurable de (X, A) dans (Y, B). Soit ¢
une fonction borélienne de Y dans R et p une mesure sur (X,.A). Alors ¢ est f.u-intégrable si
et seulement si @ o f est pu-intégrable, et dans ce cas on a

/YSOdf*M:/XSOOfdM-

AN Le théoréme de transfert est un résultat de théorie de la mesure et ne nécessite aucune
notion de différentiabilité.

Exemple 4.6. Soit V : [0, 1] — N une fonction (B(R), P(N))-mesurable (on parle de variable
aléatoire discréte). Alors pour toute fonction borélienne ¢ : N — R intégrable (pour la mesure
de comptage, c’est-a-dire que Y,y |p(n)| < +00), on a

/[0,1] dx—ZSO M{z € [0,1] | V(z) =n}).

Plus tard on notera cette égalité sous la forme
+oo
=> @n)P(V =n).
n=0

5 Intégrales curvilignes : le cas des intégrales complexes

Définition 5.1. Soit v : [0,1] — C un chemin de classe C* par morceauz et soit f : v([0,1]) —
C continue. L’intégrale curviligne de f sur vy est

[ 1@az= [ 16y

2iml

Exemple 5.2. On note C le chemin 6§ — e parcourant cercle unité dans C dans le sens

trigonométrique. Alors pour tout n € Z,

na. ) 0sin#—1
/cz dz_{ 2imsin = —1.
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Théoréme 5.3 (de Cauchy). Soit U un disque ouvert de C, f une fonction holomorphe sur
U, 20 € U et~y un lacet (c’est-a-dire un chemin de classe C* par morceauz tel que v(0) = v(1))
inclus dans U et « faisant un tour autour de zy dans le sens trigonométrique ». Alors

fe =5 [ L

uim Jy z — 2

A L’expression entre guillemet trouve son sens avec la définition d’indice d’un lacet par rapport
a un chemin, cf. le cours d’analyse complexe. En pratique, le lacet est un cercle, un rectangle
ou un demi-cercle se refermant sur un diametre.

Application 4 (Formule de la moyenne). Sous les hypothéses précédentes, on a, pour R > 0
suffisamment petit, i o f (zo + Rew) df = f(z).

6 Intégrales a parameétres

Soit (X, A, 1) un espace mesuré.
Théoréme 6.1 (Théoreme de continuité sous le signe intégrale). Soit I un intervalle réel,
to € I et une application f : 1 x X — R. Supposons que :

1. Pour tout t € I, lapplication x — f(t,z) est mesurable.

2. Pour p-presque tout x € X, Uapplication t — f(t,z) est continue en t.

3. 1l existe une fonction intégrable g telle que, pour toutt € I et pour p-presque tout x € X,
£, )] < g(=).
Alors la fonction F :t — [y f(t,x)du(x)) est bien définie sur I et est continue en ug.
Théoréme 6.2 (Théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale). Soit I un intervalle réel et
une application f : I x X — R. Supposons que

1. Pour tout t € I, lapplication x — f(t,z) est intégrable.
2. Pour p-presque tout x € X, Uapplication t — f(t,x) est dérivable de dérivée notée

of
E(,x)

3. 1l existe une fonction intégrable g telle que, pour tout t € I et p-presque tout x € X,

‘fz){(t,x) < g(x).

Alors la fonction F :t — [y f(t,x)du(x) est dérivable sur I et, pour tout t € I,

Théoréme 6.3 (Théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale). Soit U un ouvert non vide
de C et une application f: U x X — R. Supposons que

1. Pour tout z € U, Uapplication x — f(z,x) est mesurable.
2. Pour p-presque tout x € X, Uapplication z — f(z,x) est holomorphe sur U.
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3. 1l existe une fonction intégrable g telle que, pour tout z € U et p-presque tout x € X,
£ (z,2)] < g(x).

Alors la fonction F : z — [y f(z,z)du(z) est bien définie et holomorphe sur U. De plus, pour

tout z € U et tout k € N, Uapplication x — %(z,x) est intégrable, et on a

FOE) = [ 9L ) aute).

7 Intégrales généralisées

On considére une fonction f mesurable sur un intervalle ouvert [a, b[, avec a < b, a € Ret b € R.
On suppose que f est intégrable (par rapport a la mesure de Lebesgue) sur tout intervalle [a, z]
avec € [a, b|.

Définition 7.1. On appelle intégrale généralisée (ou impropre) de f sur |a,b] la quantité
limy, ;- f; f(z)dz, lorsqu’elle existe.

Trois cas sont possibles.

1. Ou bien f est intégrable (au sens de Lebesgue) sur [a, b], et alors [, fdA = [P f(z) dx
est bien définie. Dans ce cas, on a

/ab f(z)dz = lim tf(:v) dz.

t—b— Ja
L’intégrale est dite convergente et méme, dans ce cas, absolument convergente.

2. Si f n’est pas intégrable sur [a, b], on s’intéresse a la limite précédente.
— Si cette limite existe et est finie, on la note ff f(z)dx et on dit que I'intégrale est
semi-convergente.
— Si cette limite n’existe pas et/ou si elle est infinie, on dit que l'intégrale diverge.

Remarque 7.2. On définit de maniére similaire les intégrales généralisées sur |a,b] et sur
Ja, b[.

Proposition 7.3 (Intégration des relations de comparaison). Soient f et g des fonctions me-
surables de [a,b] dans RT, localement intégrables.

1. Si f = tOlr(g) alors :

— 8i [P g(z)dx converge, alors [ f(x)dz converge et

/tbf(x)dx:tg(/tbg(x)dx).

— Si [P g(z) dx diverge, alors
¢ t
/a f(z)dz = tg}(/l g(x) d:z:).
2. 8i f= t_gr(g) alors :

— S f;’g(x) dx converge, alors f;’f(x) dx converge et

/tbf(x)dx:t_%(/tbg(zt)da:).
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— 8i [P g(x)dz diverge, alors

3. Sif 9 alors :

— 8i [P g(z)dx converge, alors [° f(x)dz converge et

/tbf(x) de ~ /tbg(x)dx.

t—b—

— 8i [P g(x)dz diverge, alors [° f(x)dx diverge et

/: f(z)dx s atg(x) dz.

Proposition 7.4 (Critere de Riemann). Soit a € R. La fonction x — —; est intégrable au
voisinage de +oo si et seulement si o > 1, et elle est intégrable au voisinage de 0% si et
seulement st o < 1.

Remarque 7.5. Ainsi, d’apres les théoremes de comparaison, si une fonction f est localement
intégrable sur I = [a, +oo[ (c’est-a-dire intégrable sur tout segment de I) et dominée par -1

avec a > 1 au voisinage de 400, alors f est intégrable. On déduit de la méme maniere dxes
conditions suffisantes d’intégrabilité et de non intégrabilité au voisinage de tout point de R.
On peut affiner légerement le critere de Riemann (critere de Bertrand), mais ces conditions
suffisantes d’intégrabilité ou de non intégrabilité ne sont pas nécessaires.

8 Exercices

Exercice 1. Soit f : R — R une fonction continue sur R et F': x — [y f(t)dt. Dire si les
affirmations suivantes sont vraies ou fausses (donner un contre-exemple dans ce cas) :

1. F est continue sur R.
. I est dérivable sur R de dérivée f.

. Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.

2

3

4. St f est positive sur R alors F' est positive sur R.

5. Si f est positive sur R alors F' est croissante sur R.
6

. Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R.

7. Si [ est paire alors F' est impaire.

Exercice 2. Justifier [’existence et calculer

/1 Inz d, /+°° sin(ax) .
0o l—x 0 e —1
Exercice 3 (Intervertir limite et intégrale). Pour tout n € N, on définit f, :]0,1] — R par

fn(x) = ne ™. Montrer que la suite (f)nen converge simplement vers une fonction f sur]0,1]
mais que

/01 lim f,(z)dz #  lim /01 fn(z) dz.

n—-+o0o n—-+o0o

Vérifier que la convergence de (fn)nen vers f n’est pas uniforme sur 10,1]. La convergence
uniforme est-elle une condition suffisante pour intervertir limite et intégrale ?
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Exercice 4. Posons I = [ e dz. Caleuler I? grice au théoréme de Fubini et un changement
de variable puis en déduire la valeur de I.

Exercice 5. Calculer
21 d@

0o 3—cos(f)

a l'aide d’une intégrale complexe.

Exercice 6. Soient I un intervalle, f: 1 X R — R et u,v : I — R continues. Démontrer que
F:xw— f;((;)) f(z, t)dt est continue sur I.

Exercice 7 (Fonction I'). Pour tout z € C tel que Re(z) > 0, on pose
“+oo
['(z) = / ¥ e " du.
0

Montrer que 'on définit ainsi une fonction holomorphe sur {z € C | Re(z) > 0}.
En utilisant la suite de fonctions (f,)n>1 définies par

fn i@ = Lo () (1 - x) Inzx,
n

calculer T'(1).

Exercice 8 (Intégrales de Wallis). Montrer que la suite (I,)nen définie par

™

I, = /E sin”(x) dz,
0

vérifie une relation de récurrence d’ordre 2. Montrer que I, ~ L1, en déduire un équivalent
n—-—+0oo

de (I,)nen puis donner une application de ce résultat.

Exercice 9. On rappelle que, pour f intégrable sur R, la transformée de Fourier de f est définie
R , 22 N
sur R par f(t) = [z f(x)e ™ dx. Soit f: x> e 5. Montrer que f est solution d’une équation

22
différentielle et en déduire une expression. On pourra utiliser [’égalité [ e~z do = /2.
Exercice 10. L’objectif de cet exercice est de justifier ’existence et de calculer l'intégrale

généralisée
t sint
[ty
0 t

On introduit la fonction F : x s [;7° e‘“"’t% dt sur RT.

1. Montrer que fOA Sltﬂ dt admet une limite finie quand A tend vers +oc.

sint
t

2 n’est pas intégrable sur R*.
3. Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
4

. Montrer que t —

. En déterminant la limite de F' en +00, en déduire une expression simple de F', puis la
limite de F' en 0.

5. Conclure en démontrant que la fonction F est continue en 0. (Indication : Considérer

une primitive de t — % et faire une intégration par parties)



