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1 Rappels de théorie de la mesure

Dans toute la feuille, X désigne un ensemble non vide (sans quoi ce que 'on va dire est peu
intéressant...).

1.1 Tribus

Définition 1.1 (Tribu). On appelle tribu (ou o-algébre) sur X une famille A de parties de
X telle que :

e D e A
e SiA€ A, alors A°= X\ A € A (stabilité par passage au complémentaire).
o Si (Ap)nen € AV, alors U,en An € A (stabilité par réunion dénombrable).
(X, A) est alors appelé un espace mesurable et une partie A € A est dite mesurable.

Remarque 1.2. Le troisiéme point inclut le cas des réunions finies en prenant A, = () pour
n assez grand. Les deux premiers points impliquent qu’on a toujours X € A. Les deux derniers
impliquent qu’une tribu est stable par intersection dénombrable.

/\ On prendra garde a ne considérer que des réunions dénombrables, contrairement a la défi-
nition d’une topologie par exemple.

Exemple 1.3.

1. La tribu grossiere A = {0, X }.



2. La tribu triviale A = P(X).

3. SiAC X, A={0,A, A°, X} est une tribu contenant A, et c’est la plus petite (au sens
de l'inclusion).

Remarque 1.4.

o Une union (méme finie) de tribus n’est en général pas une tribu (chercher un contre-
exemple).

o Une intersection quelconque de tribus est une tribu.

Définition 1.5 (Tribu trace). Soit (X,.A) un espace mesurable et Y C X. L’ensemble Ay =
{ANY | A€ A} est une tribu sur'Y, appelée tribu trace de A surY .

Définition 1.6 (Tribu engendrée). Soit C une famille de parties de X. La tribu engendrée

par C est
cC)= [ A

A tribu
CCA

C’est la plus petite tribu (au sens de linclusion) sur X contenant C.

/N Contrairement 3 la topologie engendrée par C, on ne peut en général pas décrire simplement
la tribu engendrée par C. Ses éléments ne peuvent pas toujours tous étre décrits en appliquant
les opérations de passage au complémentaire et réunion dénombrable, méme une infinité de
fois.

Définition 1.7 (Tribu borélienne). Si X est un espace topologique, on définit la tribu bo-
rélienne de X comme la tribu engendrée par la topologie de X (c’est-da-dire l’ensemble des
ouverts de X ). Elle est notée B(X). Ses éléments sont appelés les boréliens de X .

Exemple 1.8. [Important] La tribu borélienne de R est I'une des tribus les plus utilisées en
pratique. C’est la tribu engendrée par ’ensemble des ouverts de R, mais aussi celle engendrée
par les intervalles (ouverts ou non).

Exercice 1. Montrer que B(R) est engendrée par les parties de la forme | — oo, x|, avec x € R.

Définition 1.9 (Tribu produit). Soient (X,.A) et (Y, B) des espaces mesurables. On définit sur
X XY la tribu produit A ® B par

AoB=0({AxB|Ac A BecB)).

/N Les éléments de A ® B (et plus généralement, les parties de X x Y') ne sont en général pas
de la forme A x B avec A € Aet B € B.

Exemple 1.10. On a B(R?) = B(R) ® B(R). De manicre générale, si X et Y sont des espaces
topologiques, on a B(X) ® B(Y) C B(X xY).



1.2 Fonctions mesurables

On suppose que (X, A) et (Y, B) sont des espaces mesurables.

Définition 1.11 (Fonction mesurable). Soit f : X — Y. f est dite (A, B)-mesurable (ou
simplement mesurable si les tribus sont claires dans le contexte) si, pour tout B € B, on a
f~YB) € A.

On note o(f) = f~1(B) = {f~Y(B), B € B}. C’est une tribu sur X, appelée tribu engen-
drée par f. C’est la plus petite tribu (au sens de linclusion) sur X rendant f mesurable (a
tribu fixée da l'image).

Remarque 1.12.

1. La mesurabilité d’une fonction f dépend fortement des tribus choisies. Celle-ci est mesu-
rable si et seulement si f~1(B) C A.

2. Si X et Y sont des espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes, une fonction
mesurable est dite borélienne.

Exemple 1.13.

o Les fonctions constantes sont toujours mesurables.
o La fonction indicatrice d’'un ensemble A est mesurable si et seulement si A est.
e Si X CY, linclusion i : X < Y est (Ax,.A)-mesurable.

 Les fonctions continues sont boréliennes (cf. I’exercice suivant).

Exercice 2.

Soit (X, A) et (Y,B) des espaces mesurables, oi B = o(C) avec C C P(Y'). Montrer qu’une
fonction f: X —Y est (A, B)-mesurable si et seulement si on a f~1(C) € A pour tout C € C.

En déduire que si X et'Y sont des espaces topologiques, toute fonction continue f: X — 'Y est
borélienne.

Proposition 1.14. La composée de deux fonctions mesurables est mesurable.

Proposition 1.15 (Stabilité opératoire). On suppose ici que Y = R et B = B(R).
1. La somme et le produit de deux fonctions mesurables sont mesurables.
2. Les bornes supérieure et inférieure d’une suite de fonctions mesurables sont mesurables.
3. Les limites supérieure et inférieure d’une suite de fonctions mesurables sont mesurables.

4. La limite simple d’une suite de fonctions mesurables est mesurable.

Exercice 3. 1. Montrer que si f : R — R est dérivable, alors [’ est borélienne.

2. Soit f : R — R une fonction monotone. Montrer que pour tout c € R, f~(] — oo, c|) est
conveze. En déduire que f est borélienne.

3. Montrer qu’une fonction f: R — R convexe est borélienne.

4. Soit A la tribu engendrée sur un ensemble non vide X par une partition dénombrable
{A, | n € N} de X. Montrer qu'une fonction f : (X, A) — (R,B(R)) est mesurable
si et seulement si f est constante sur chaque A, (on pourra commencer par décrire les
éléments de A).



1.3 Mesures

Définition 1.16 (Mesure). Une mesure sur ['espace mesurable (X, A) est une application
p: A — [0, 400] vérifiant :

o Si (Ap)nen est une suite d’éléments deuz d deux disjoints de A,

p(U An) =D w(A,).  (o-additivité)

neN neN

(X, A, 1) est appelé espace mesuré et (X) est la masse totale de . Si (X) =1, on dit
que 11 est une mesure de probabilité.

Exemple 1.17.
1. La mesure nulle définie par p(A) = 0 pour tout A € P(X) (pas tres intéressante...).

2. Soit x € X. La mesure de Dirac J, au point = est la mesure sur X définie pour toute
partie A de X par u(A) =1six € A, u(A) =0 sinon.

3. La mesure de comptage sur (X, P(X)) est la mesure définie pour toute partie A de X
par p(A) = card(A) si A est finie, u(A) = +oo sinon.

Proposition 1.18. Soit (X, A, 1) un espace mesuré.
1. 8i A C B alors p(A) < u(B).
2. ST A, B € A sont tels que p(AN B) < 00, alors
(AU B) = p(A) + u(B) — n(AN B).
En particulier, n(AU B) < u(A) + u(B)

Remarque 1.19. Plus généralement (formule du « crible de Poincaré »), si Ay,..., A, € A
sont de mesures finies, alors

i=1 1c{1,..,n} iel
Proposition 1.20. Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

1. 8i (Ap)nen est une suite croissante d’éléments de A, alors

(U A) = Tim_p(A,).

neN n—-+o0o

2. Si(Ap)nen est une suite décroissante d’éléments de A et si p(Ag) < +00 pour au moins un k € N,
alors

W) A) = Tim_p(A,).

—
neN norteo



Corollaire 1.21. Soit (X, A, u) un espace mesuré. Si (Ap)nen € AV, alors

+o00
p (U An) < D u(An).
neN n=0

Définition 1.22 (Presque partout). Soit u une mesure sur (X, A). On dit qu’une partie A
de X est p-négligeable lorsqu’il existe B € A tel que A C B et u(B) = 0. On dit qu’une
propriété est vérifiée u-presque partout (ou p-p.p.) si 'ensemble A sur lequel elle est fausse
est p-négligeable.

Exemple 1.23. On dit que la suite de fonctions (f,,)nen définie sur X converge u-p.p. vers la
fonction f lorsque

lreX|ful@) £ f@}=UN UleeX|lfu@)-f@)]>e}

e>0neNm>n
est p-négligeable.

A\ Une partie négligeable A n’est pas nécessairement mesurable et donc dire que p(A) = 0
peut ne pas avoir de sens. De plus, si la suite de fonctions (f,,)n,en converge p-presque partout
vers f, la mesurabilité de f n’est pas garantie en général. Cependant si ’espace d’arrivée
est un espace métrique complet muni de sa tribu borélienne (par exemple, R), et puisque
{z € X | (fu(x))nen converge} = {x € X | (fn(2))nen est de Cauchy}, on peut alors affirmer
que f coincide presque partout avec une fonction mesurable. C’est cette fonction que 1’on
utilisera implicitement dans la suite.

Définition 1.24 (Mesure image). Soit f une application mesurable de (X, A, p) vers (Y, B).
On définit la mesure image de j par f par fou(B) = u(f~Y(B)) pour tout B € B. Il s’agit
d’une mesure sur (Y, B).

Définition 1.25 (o-finitude). Soit (X, A, u) un espace mesuré. La mesure u est dite o-finie
s’il existe une suite (Ap)nen croissante d’éléments de A telle que U ey An = X et p(A4,) < +00
pour tout n € N.

1.4 Caractérisation d’une mesure

Définition 1.26 (Classe monotone). On appelle classe monotone (ou \-systéme) sur X une
famille M de parties de X vérifiant

e X eM.
e Si A, B € M avec A C B, alors B\ A € M (stabilité par différence propre).

e Si (Ap)nen est une suite croissante d’éléments de M, alors UpenA, € M (stabilité par
union dénombrable croissante).

Définition 1.27 (w-systeme). On appelle w-systéme sur X une famille S de parties de X
telles que X € S et si A,B € S alors ANB € S.

Remarque 1.28. Une classe monotone est une tribu si et seulement si c¢’est un m-systeme,
i.e. si elle est stable par intersections finies.



Théoréme 1.29 (des classes monotones). Soit C une famille de parties stable par intersections
finies. Alors la classe monotone engendrée par C est la tribu engendrée par C.

Autrement dit, « Am = om ».

Corollaire 1.30. Soit (X, .A) un espace mesurable.
Soient p et v deur mesures o-finies sur cet espace. Si C C A est un w-systéme engendrant
A et si et v coincident sur C, alors elles sont égales sur A.

Exemple 1.31. [Mesure de Lebesgue] Il existe (admis) une unique (Corollaire ci-dessus) mesure
A sur (R4, B(R?)) telle que :

i Ad([[)? 1]d) =1,

¢ )y est invariante par translation (c’est-a-dire que pour tout x € R? et A € B(R?), on a

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue. Sur R, on la note A et elle est entierement
déterminée & partir de \([a,b]) = b — a pour tout a < b. Pour d > 2, Ay est définie par A\®<.

Proposition 1.32 (Mesure produit). Soient (X, A, ) et (Y, B,v) deuzx espaces mesurés o-finis.
Alors il existe une unique mesure p® v sur (X x Y, A® B), appelée mesure produit de u et v,
telle que, pour tous A € A et B € B,

pRv(Ax B)=pu(A)v(B).

2 Construction de ’intégrale

Dans toute la suite, on considére des fonctions & valeurs dans R ou C (espaces munis de leurs
tribus borélienﬁnes). En particulier, une fonction a valeurs positives signifie qu’elle prend ses
valeurs dans R = [0, 400]. L’espace de départ (X, .4, 1) est un espace mesuré quelconque.

Définition 2.1 (Fonction étagée). Une fonction est étagée si elle est mesurable et ne prend
qu’un nombre fini de valeurs.

Remarque 2.2. C’est équivalent au fait de s’écrire f = Zf\il a;ly,, les a; étant des constantes
réelles ou complexes et les A; étant des ensembles mesurables.

/N Cette écriture n’est pas unique, mais elle I'est si on suppose les A; deux a deux disjoints.

Définition 2.3 (Intégrale d’une fonction étagée positive). Soit f une fonction étagée a valeurs
positives f = SN a;14,. On définit son intégrale selon u par

N
/X Jdu= Z:OéiM(Ai)

avec la convention 0 x oo = 0.

Remarque 2.4. L’intégrale est bien définie, c¢’est-a-dire que sa valeur ne dépend pas du choix
de V'écriture f = Zij\il a;ly,.

Proposition 2.5. Soient f et g deuzr fonctions étagées positives.



1. [x(f+g9)du= [y fdu+ [y gdp (additivité).
2. 81 f<g, [x fdu < [y gdu (croissance).
3. Pour tout a >0, [yafdu=a [y fdu (homogénéité).

Proposition 2.6. Soit f: (X, A, u) — [0, +00] mesurable. Alors il existe une suite croissante
(fu)nen de fonctions mesurables étagées a valeurs dans [0, +o0[ telle que, pour tout © € X,

fule) = f(@).

Définition 2.7 (Intégrale d’une fonction mesurable positive). Soit f une fonction mesurable
@ valeurs positives. On définit son intégrale (de Lebesque) par

/ fdp=sup {/ edp | ¢ < f étagée posz’tive}.
b's X
Si cette valeur est finie, f est dite intégrable.

Exercice 4. Montrer que si f est une fonction mesurable a valeurs positives intégrable, alors
pu(f~1(+00)) = 0. Montrer que si f est mesurable positive et si [y fdu =0, alors f =0 p-p.p.

Théoréme 2.8 (Théoreme de convergence monotone ou de Beppo Levi). Soit (f,)nen une
suite croissante de fonctions mesurables positives et soit f = limy, o fn (qui est bien définie).

Alors
/fdu— lim /fnd,u

n——+o0o

Corollaire 2.9. La proposition 2.5 est également vraie pour des fonctions mesurables positives.

Définition 2.10 (Intégrake d’une fonction mesurable réelle ou complexe). Une fonction f
mesurable d valeurs dans R ou C est dite intégrable lorsque |f| est intégrable. Dans ce cas,
on note [ € LYX, A, 1) et on pose

o [xfdu= [y fTdu— [y f~du sila fonction est a valeurs dans R,

o [y fdu= [xRe(f)du+i [y Im(f)du sila fonction est a valeurs dans C.

/AN AN A\ On écrira done uniquement un symbole [y fdu lorsque f est (mesurable) positive,
ou apres avoir vérifié que f était intégrable. VANVANYIN

Remarque 2.11. Pour une fonction mesurable f = (f1,..., f4) a valeurs dans R’ ou C?, on
dit que f est intégrable lorsque chaque f; l'est, et alors [y fdu = ([x fidy, ..., [x fody).

Proposition 2.12. L’intégrale est linéaire et croissante sur les fonctions intégrables.

Théoréme 2.13 (de transfert). Soit f une application mesurable de (X, .A) dans (Y, B). Soit
@ une fonction borélienne de Y dans R et o une mesure sur (X, A). Alors ¢ est f.u-intégrable
si et seulement st p o [ est p-intégrable, et dans ce cas on a

/Ysodf*uz/XsDOfdu'



3 Théoremes généraux

3.1 Inégalités usuelles

Proposition 3.1 (Inégalité triangulaire). Soit f : X — C intégrable. Alors

[ sl < [ 11

En particulier si on a |f(x)| < M pour u-presque tout x € X, alors
[ #dn| < Mu(x)
Proposition 3.2 (Inégalité de Markov). Soit f : X — R*. Alors pour tout t > 0,

p{reX|f@) 2 <y [ fau

Proposition 3.3 (Inégalité de Jensen). Supposons que u est une mesure de probabilité sur
(X, A) et soit ¢ : R — RT une fonction convexe. Alors, pour tout f: X — R intégrable,

o([ ran) < [ woran.

3.2 Les théoremes de convergence

Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

Théoréme 3.4 (Théoreme de convergence monotone ou de Beppo Levi). Soit (f,)nen une
suite croissante de fonctions mesurables positives et soit f = lim,_, o fp. Alors

/fdu— lim /fnd,u

n—+oo

Théoréme 3.5 (Lemme de Fatou). Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables positives.
Alors

n—-+0o0o

/X(llmlnf fn)dp < %Iililolof/xf” dp.

Théoréme 3.6 (Théoreme de convergence dominée). Soit (f,)nen une suite de fonctions me-
surables. On suppose :

1. 1l existe une fonction f mesurable a valeurs dans R telle que

falx) — f(z) p-p.p. (convergence ponctuelle)

n—+00
2. 1l existe une fonction intégrable g telle que pour tout n € N,

|ful < g p-p.p. (hypothése de domination)

Alors les f,, et f sont intégrables et on a

lim / \fn — f|d = 0. (convergence L")

n—+oo Jx

En particulier,

lim /andu:/xfdu.

n—-4o00
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4 Théorémes de Fubini

On considere deux espaces mesurables (X, A) et (Y, B). Le produit X x Y est muni de la tribu
A®B.

Théoréme 4.1 (Fubini-Tonelli). Soient u et v deur mesures o-finies respectivement sur (X, A)
et (Y,B). Soit f: X xY — [0,+00] une fonction mesurable. Alors

1. Les fonctions
v [ faydvly) ety [ foy) due)
sont respectivement A-mesurable et B-mesurable.

2. On a

fo Fwen = [ ([ f@naw) aua = [ ([ 1) dvi)

Exercice 5. Calculer la mesure de Lebesque d’un disque de rayon R dans R?.

Théoréme 4.2 (Fubini). Soit f € LY X x Y, AQ@ B,u®v), ol pu et v deux mesures o-finies
respectivement sur (X, A) et (Y,B). Alors

1. Pour p-presque tout x, la fonction y — f(x,y) est dans LY(Y,B,v), et pour v-presque
tout y, la fonction v — f(x,y) est dans L}(X, A, ).

2. Les fonctions © — [y f(z,y)dv(y) et y — [y f(z,y)du(z), bien définies sauf sur un
ensemble de mesure nulle, sont respectivement dans L(X, A, u) et LYY, B,v).

3. On a

o tdwen) = [ ([ feyavm) duew) = [ ([ s du)) doi).

Remarque 4.3. Pour montrer que f € £', on se sert en général du théoréme de Fubini-Tonelli.

5 Exercices

Exercice 6. Soit X un ensemble non vide. Montrer que toute tribu sur X forme un groupe
pour lopération de différence symétrique définie par AAB = (A\ ANB)U(B\ ANB). En
déduire qu’une tribu finie a pour cardinal une puissance de 2.

Exercice 7 (Théoreme d’Egoroff). Soit (X, A, u) un espace mesuré. On suppose que pu(X) <
+00. Soit une suite (f,)n>1 de fonctions réelles mesurables sur X convergeant p-p.p. vers f.

1. Pour k € N* n,j € N, on pose

B {re XI5 - 70 > 1)

et Gy = UjsnF;. Montrer que p(Gnr) — 0.

n—-+00

2. En déduire que pour tout € > 0, il existe A € A de mesure u(A) < e tel que f, = f

uniformément sur X \ A.



3. Donner un contre-exemple da ce résultat si l'on suppose que u(X) = +o00. Montrer que
l'on n’a pas forcément de partie A € A de mesure nulle telle que (f,)nen converge uni-
formément vers f sur X \ A.

Exercice 8 (Ensemble de Cantor). On considére la construction récursive suivante :
Ay =[0,1], Ay = [0,2] U [3,1] et Ay = 42 U A Lensemble de Cantor est défini par
K = mnENAn~

1. Montrer que K est compact, totalement discontinu (ses composantes connezres sont les
singletons), de mesure de Lebesque nulle, d’intérieur vide et sans point isolé.

2. Montrer que
+oo

K:{Z%Wk’Zl, z € {0,2}}.

En déduire que K n’est pas dénombrable.

Exercice 9. Construire un fermé de mesure de Lebesgue strictement positive ne rencontrant
pas Q. Peut-on faire de méme avec un ouvert ?

Exercice 10 (Mesure de comptage). Soit f : N — C. On munit (N,P(N)) de la mesure de
comptage m. Que signifie que [ est m-intégrable ¢ Quand c’est le cas, donner une expression

de [y fdm.

Exercice 11 (Inégalité arithmético-géométrique). Montrer que pour tout ay,...,a, > 0,

ap +as + ... +ay
o .

Jarag...a, <

Exercice 12. Soit f: (X, A) — (C,B(C)) une fonction intégrable. Montrer que si

’/deﬂlz/xlfldu,

alors il existe « € C de module 1 tel que |f| = af p-p.p.

Exercice 13. Apres avoir justifié lexistence des intégrales, calculer :

1.
too ] 1
nh—>HC}O 0 ﬁSln(%) dfﬁ,
2. ) .
lim (1 — :E> dz,
n—oo 0 n
3.
sin (%)
lim kL
k—o0 neN on
4.

. . X n
lim [ sin () ———du=.
n—oo JR n/) x(l+ z?)
Exercice 14. Soit f : R — R une fonction borélienne. Montrer que pour presque tout y € R,
AM{zeR| f(z)=y}) =0

10



Exercice 15. Calculer

et

+o00 1
/ (/ Qe _ o dx) dy
0 0
1 +o00
/ (/ 2e 2% — o~ dy) dz.
o \Jo

Quelle conclusion en tirer ?

Exercice 16 (Escalier du diable de Cantor). On définit ’escalier du diable comme la limite de
la suite de fonctions suivante :

Jo =idp,.
La fonction f; est la fonction affine par morceauzr qui vaut 0 en 0, 1 en 1, et % sur [%, %]

On passe de méme de f, da fni1 en remplacant f,, sur chaque intervalle [u,v] o elle n’est

1 : In(W)+fn(v) 2utv 2v4u
pas constante, par la fonction affine par morceauxr qui vaut 5 sur | 33 ].

Tracer les graphes de fo, f1 et fs.

Montrer que la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers une fonction f :
[0,1] — [0;1] continue et croissante.

Montrer que si]a,b[C [0,1]\ K alors f est constante sur ]a,b].

En déduire que f est presque partout dérivable de dérivée nulle.

Comparer [y f'(z)dx et f(z) — f(0).

Exercice 17 (Dimensions et mesures de Hausdorff, bonus). Soit n € N* et A C R".

1.

Montrer que pour tout d € RY, les quantités
+00 +0o0
HY(A) = inf { > diam(B,,)* | ¥m € N, B,, est une boule, diam(B,,) <& et A C | Bm}
m=0 m=0
admettent une limite HY(A) quand § — 0.

On admettra que H? est une mesure sur B(R™). Montrer que celle-ci est invariante par
translation et que H™ est proportionnelle a la mesure de Lebesque sur B(R™).

On suppose que A est borélien. Montrer que si HY(A) < 400 alors H™(A) = 0 pour tout
m > d, et que si HY(A) > 0, alors H™(A) = +oo pour tout m < d.

On appelle dimension de Hausdorff de A le réel dimg(A) = sup{d € R™ | H(A) =
+o0o} = inf{d € R* | HY(A) = 0}. Montrer que 0 < dimg(A) < n.

Montrer que si A est dénombrable alors dimy(A) = 0. Montrer que H® est la mesure de
comptage.

Montrer que si f est une similitude de rapport k (i.e. si ||f(x) — f(y)|| = kllz — y||)
alors pour tout d € RY, H(f(A)) = k‘HY(A). En déduire la dimension de Hausdorff de
l’ensemble de Cantor.
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