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Géométrie affine

Quelques références bibliographiques pour la géométrie :

- Géométrie, M. Audin, EDP Sciences.

- Cours de géométrie, D.-J. Mercier, Publibook.

- Cours de mathématiques spéciales - 4. Géométrie affine et métrique, B. Gostiaux, PUF.

- Géométrie - Affine, projective, euclidienne et anallagmatique, Y. Ladegaillerie, Ellipses.

- Algèbre et géométries, P. Boyer, Calvage & Mounet.

- Géométrie analytique classique, J.-D. Eiden, Calvage & Mounet.

Dans ce cours, on va formaliser quelques notions de géométrie affine de base, en se basant
sur l’algèbre linéaire.

1 Espaces affines
Soit K un corps.

Définition 1.1. Un espace affine (sur K) est la donnée d’un triplet (E ,
−→
E , ·) où :

1. E est un ensemble non vide.

2. −→
E est un K-espace vectoriel.

3. −→
E agit simplement transitivement sur E via ·.

L’espace vectoriel −→
E est appelé la direction de E. La dimension de E est alors la dimen-

sion de −→
E en tant qu’espace vectoriel.

Remarque 1.2. Comme l’action est simplement transitive, il n’y a qu’une orbite et les stabi-
lisateurs sont réduits à {0}.

Exemple 1.3.

1. Kn est muni d’une structure d’espace affine de direction l’espace vectoriel Kn avec pour
opération l’addition.

2. L’ensemble des solutions d’un système linéaire non homogène est un espace affine (lorsqu’il
est non vide). De même pour l’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire
ou l’ensemble des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire donnée.

1



3. Si E est un K-espace vectoriel et F est un sous-espace vectoriel de E admettant un
supplémentaire dans E, alors l’ensemble des supplémentaires de F dans E est un espace
affine de direction L(E/F, F ).

Notation fondamentale. Soit (E ,
−→
E , ·) un espace affine. Les éléments de −→

E seront notés sous
la forme −→u pour souligner leur nature vectorielle, les éléments de E seront notés par des lettres
majuscules pour souligner qu’on les voit comme des points et l’action · sera notée + à droite (on
omettra donc l’application · dans la suite). Ainsi, puisque l’action est simplement transitive,

∀A, B ∈ E , ∃!−→u ∈
−→
E , B = A + −→u .

L’unique tel vecteur −→u sera noté −→
AB.

!△ L’opération + n’est alors pas une loi de composition interne sur E ! On n’additionne pas
deux points mais un point et un vecteur (ou deux vecteurs). On prendra garde au fait que le
couple (A, B) n’est pas unique pour le vecteur −→

AB dès que E a au moins trois points. On trouve
parfois la notation B − A pour −→

AB. Elle est motivée par les propriétés suivantes.

Proposition 1.4. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine.

1. ∀A, B, C ∈ E , A = B ⇔
−→
AC = −−→

BC ⇔
−→
AB = −→0 .

2. ∀A, B ∈ E ,
−→
AB = −

−→
BA.

3. ∀A, B, C ∈ E ,
−→
AB + −−→

BC = −→
AC. (Relation de Chasles)

Exercice 1. 1. Soit E un espace vectoriel. Construire un espace affine dont l’espace des
points est l’ensemble E et la direction est (E, +, .). (Affinisation d’un espace vectoriel)

2. Réciproquement, soit (E ,
−→
E ) un espace affine et A ∈ E. Définir une structure de K-

espace vectoriel sur E de neutre A et isomorphe à −→
E . On notera EA cet espace vectoriel.

(Vectorialisation d’un espace affine)

Définition 1.5. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine. Un sous-espace affine de E est une partie non

vide F de E telle que −→
F = {

−→
AB | A, B ∈ F}

est un sous-espace vectoriel de −→
E . C’est un espace affine de direction −→

F .

Exemple 1.6. Un singleton est un sous-espace affine. E est un sous-espace affine de E .

Proposition 1.7. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine. Les sous-espaces affines de E sont exactement

les translatés de sous-espaces de −→
E , autrement dit les parties de la forme

F = A + −→
F = {A + −→u | u ∈

−→
F }

où A est un point de E et −→
F un sous-espace vectoriel de −→

E .

Exercice 2. Soit n ∈ N∗ et a1, . . . , an, c ∈ K avec a1, . . . , an non tous nuls. Montrer que

H = {(x1, . . . , xn) ∈ Kn | a1x1 + · · · + anxn = c}

est un sous-espace affine de Kn et donner sa dimension.
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Définition 1.8. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine. Deux sous-espaces affines F et G de E sont dits

faiblement parallèles lorsque l’une de leurs directions est incluse dans l’autre, et parallèles
lorsque leurs directions sont égales en tant que sous-espaces vectoriels de −→

E . On note alors
F//G.

Proposition 1.9. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine, (F ,

−→
F ) et (G,

−→
G) des sous-espaces affines.

1. F ∩ G est non vide si et seulement s’il existe A ∈ F , B ∈ G tels que −→
AB ∈

−→
F + −→

G , si et
seulement si pour tout A ∈ F , B ∈ G on a −→

AB ∈
−→
F + −→

G . Lorsque c’est le cas, F ∩ G est
un sous-espace affine de E de direction −→

F ∩
−→
G .

2. Si −→
F ⊕

−→
G = −→

E alors F ∩G est un singleton, et on dit que F et G sont supplémentaires
dans E.

Exercice 3. À quelle condition deux sous-espaces affines faiblement parallèles s’intersectent-
ils ?

Définition 1.10. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine et P une partie non vide de E. L’espace affine

engendré par P, noté Aff(P), est l’intersection des sous-espaces affines de E contenant P.

Proposition 1.11. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine et P ⊂ E non vide. Alors Aff(P) est un

sous-espace affine de E égal à
A + Vect({−→

AB | B ∈ P})
pour n’importe quel point A ∈ P.

2 Barycentres
Dans cette section, (E ,

−→
E ) désigne un espace affine.

Définition 2.1. Un système de points pondérés de E est une famille finie (M1, λ1), . . . , (Mn, λn) ∈
E × K telle que λ1 + · · · + λn ̸= 0. On dit qu’il est normalisé si de plus λ1 + · · · + λn = 1.

Proposition 2.2. Soit (M1, λ1), . . . , (Mn, λn) un système de points pondérés de E. Il existe un
unique point G ∈ E tel que

n∑
i=1

λi

−−→
GMi = −→0 .

De manière équivalente, ce point G vérifie

∀M ∈ E ,

(
n∑

i=1
λi

)
−−→
GM =

n∑
i=1

λi

−−−→
MiM.

Exercice 4. Montrer que si λ1 + · · · + λn = 0 alors ∑n
i=1 λi

−−−→
MMi ne dépend pas du point M .

Définition 2.3. Soit (M1, λ1), . . . , (Mn, λn) un système de points pondérés de E. Le point G
de la Proposition 2.2 est appelé le barycentre du système, et noté

Bar((M1, λ1), . . . , (Mn, λn)).

Si de plus λ1 = · · · = λn, on parle d’isobarycentre. L’isobarycentre de deux points est aussi
appelé leur milieu, et celui de trois points leur centre de gravité.
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Remarque 2.4. Le milieu de deux points existe toujours sauf si car(K) = 2 et le centre de
gravité de trois points existe toujours sauf si car(K) = 3.

Remarque 2.5. Le barycentre Bar((M1, λ1), . . . , (Mn, λn)) ne change pas si l’on remplace
(λ1, . . . , λn) par (cλ1, . . . , cλn) avec c ∈ K×. On ne perd donc aucune généralité à supposer
dès que possible que nos systèmes de points sont normalisés. La propriété caractéristique du
barycentre devient alors simplement

∀M ∈ E ,
−−→
GM =

n∑
i=1

λi

−−−→
MiM,

que l’on note encore
G =

n∑
i=1

λiMi.

Proposition 2.6. Soit F une partie non vide de E. Alors

Aff(F) = {M ∈ E | M est un barycentre de points de F}.

En particulier, F est un sous-espace affine si et seulement s’il est stable par barycentres.

Théorème 2.7 (Associativité du barycentre). Le barycentre est associatif, au sens où si
(M1, λ1), . . . , (Mn, λn) est un système de points pondérés, {I1, . . . , Ir} est une partition de
{1, . . . , n} telle que pour 1 ≤ k ≤ r, ∑i∈Ik

λi ̸= 0, alors en notant Bk = Bar({(Mi, λi) | i ∈ Ik})
pour 1 ≤ k ≤ r, on a

Bar((B1,
∑
i∈I1

λi), . . . , (Br,
∑
i∈Ir

λi)) = Bar((M1, λ1), . . . , (Mn, λn)).

Exercice 5. Supposons que car(K) ̸= 2, 3.

1. Montrer que le centre de gravité d’un triangle non plat est le point d’intersection des
médianes de ce triangle.

2. Soit ABCD un quadrilatère, I, J, K et L les milieux de ses côtés successifs, M et N les
milieux de ses diagonales. Montrer que (MN), (JL) et (IK) se coupent.

Définition 2.8. Soit A1, . . . , An des points de E. La famille (A1, . . . , An) est dite affine-
ment libre lorsque (−−−→

A1A2, . . . ,
−−−→
A1An) est libre dans −→

E et affinement génératrice lorsque
(−−−→
A1A2, . . . ,

−−−→
A1An) est génératrice de −→

E . On dit que c’est une base affine ou un repère affine
lorsque qu’elle est affinement libre et affinement génératrice.

Remarque 2.9. Cela ne dépend pas de l’ordre des points puisque −−−→
AiAj = −−−→

AiA1 + −−−→
A1Aj.

!△ Si E est de dimension n alors un repère affine de E contient n + 1 points !

Proposition 2.10. Soit A1, . . . , An des points de E. Alors :

1. (A1, . . . , An) est affinement libre si et seulement si aucun Ai n’est un barycentre des Aj

avec j ̸= i, si et seulement si les barycentres normalisés des Ai le sont de manière unique.

2. (A1, . . . , An) est affinement génératrice si et seulement si tout point de E est un barycentre
des Ai, si et seulement si Aff({A1, . . . , An}) = E.
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On suppose maintenant que E est de dimension n.

Définition 2.11. Soit (A1, . . . , An+1) un repère affine de E et M ∈ E. On appelle coordonnées
barycentriques de M dans ce repère tout (n + 1)-uplet (λ1, . . . , λn+1) ∈ Kn+1 tel que M =
Bar((A1, λ1), . . . , (An+1, λn+1)). On note alors

M = (λ1 : . . . : λn+1).

!△ Les coordonnées barycentriques ne sont pas uniques ! Elles le sont seulement à multiplication
par un scalaire non nul près, tout comme les coordonnées homogènes dans un espace projectif.
On a donc (λ1 : . . . : λn+1) = (cλ1 : . . . : cλn+1) pour tout c ∈ K×, et on peut se restreindre à
considérer les coordonnées barycentriques normalisées.

Exercice 6. Faire le lien entre les coordonnées barycentriques de M dans le repère (A1, . . . , An+1)
et les coordonnées cartésiennes de −−−→

A1M dans le repère cartésien (−−−→
A1A2, . . . ,

−−−−−→
A1An+1).

Exercice 7. Soit E un plan affine, A, B, C ∈ E non alignés. Montrer que (A, B, C) est un repère
affine de E. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coordonnées barycentriques du
point M ∈ E (dans ce repère) pour qu’il appartienne à la droite (BC). Dans le cas réel, donner
une condition nécessaire et suffisante pour l’appartenance au côté [BC] du triangle ABC.

Proposition 2.12. Soit (A1, . . . , An+1) un repère affine de E et a1, . . . , an+1 ∈ K non tous
nuls. Alors l’ensemble

{(λ1 : . . . : λn+1) ∈ E | a1λ1 + · · · + an+1λn+1 = 0}

est un hyperplan affine de E. Réciproquement, tout hyperplan affine est de cette forme. Tout
sous-espace affine de E est intersection d’hyperplans affines de E.

Remarque 2.13. Le dernier point permet d’écrire tout sous-espace affine comme ensemble
de solutions d’équations affines ou barycentriques.

Exemple 2.14. Considérons l’espace affine R4 de dimension 4 muni du repère affine standard
(A1, A2, A3, A4, A5) avec

A1 = (0, 0, 0, 0),

A2 = (1, 0, 0, 0),

A3 = (0, 1, 0, 0),

A4 = (0, 0, 1, 0)

et
A5 = (0, 0, 0, 1).

Soit le plan affine donné paramétriquement par P = {(1+2t, −1, 2−4t+3z, 6z) | z, t ∈ R} ⊂ R4.
On a P = (1, −1, 2, 0) + −→

P où −→
P = R.e1 ⊕ R.e2 avec e1 = (2, 0, −4, 0) et e2 = (0, 0, 3, 6).

On complète (e1, e2) en une base (e1, e2, e3, e4) de R4 avec e3 = (1, 0, 0, 0) et e4 = (0, 1, 0, 0).
La base duale (e∗

1, e∗
2, e∗

3, e∗
4) vérifie e∗

3 : (x, y, z, t) 7→ x + z
2 − t

4 et e∗
4 : (x, y, z, t) 7→ y (on les

retrouve en résolvant deux systèmes). On a −→
P = ker e∗

3 ∩ ker e∗
4 et donc P = H1 ∩ H2 où

H1 = (1, −1, 2, 0) + ker e∗
3 et H2 = (1, −1, 2, 0) + ker e∗

4.
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Puisque e∗
3((1, −1, 2, 0)) = 2 et e∗

4((1, −1, 2, 0)) = −1, on a donc

H1 =
{

(x, y, z, t) ∈ R4 | x + z

2 − t

4 = 2
}

et
H2 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | y = −1}

d’où
P =

{
(x, y, z, t) ∈ R4 |

(
x + z

2 − t
4 = 2

y = −1

)}
(Système affine).

Pour les coordonnées barycentriques, on remarque que dans le repère affine (A1, A2, A3, A4, A5)
les coordonnées barycentriques de (x, y, z, t) sont (1 − (x + y + z + t) : x : y : z : t). Ainsi

H1 =
{

(λ1 : λ2 : λ3 : λ4 : λ5) ∈ R4 | 2λ1 + λ2 + 2λ3 + 3
2λ4 + 9

4λ5 = 0
}

et
H2 = {(λ1 : λ2 : λ3 : λ4 : λ5) ∈ R4 | λ1 − λ2 − 2λ3 − λ4 − λ5 = 0}

d’où

P =
{

(λ1 : λ2 : λ3 : λ4 : λ5) ∈ R4 |
(

2λ1 + λ2 + 2λ3 + 3
2λ4 + 9

4λ5 = 0
λ1 − λ2 − 2λ3 − λ4 − λ5 = 0

)}
(Système barycentrique).

Exercice 8. Supposons que E est un plan affine. Soit A, B ∈ E distincts, de coordonnées
barycentriques (a1 : a2 : a3) et (b1 : b2 : b3) dans un repère donné. Montrer que la droite affine
(AB) engendrée par A et B a pour équation barycentrique∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 x
a2 b2 y
a3 b3 z

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

dans ce même repère.

3 Applications affines
Définition 3.1. Soit (E ,

−→
E ) et (F ,

−→
F ) des espaces affines. Une application f : E → F est dite

affine lorsqu’il existe une application linéaire
−→
f : −→

E →
−→
F telle que

∀A, B ∈ E ,
−−−−−−→
f(A)f(B) = −→

f (−→
AB),

ou de manière équivalente,

∀A, B ∈ E , f(B) = f(A) + −→
f (−→

AB).

Remarque 3.2.

1. Au vu de la deuxième formule, l’application affine f est entièrement déterminée par la
donnée de −→

f et de l’image f(A) pour n’importe quel point A ∈ E . Elle est également
entièrement déterminée par l’image d’un repère affine.
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2. Une application affine f : E → F correspond à une application linéaire de EA vers Ff(A)
pour n’importe quel point A ∈ E . En particulier, si f est un endomorphisme de E avec
un point fixe, elle se comporte comme un endomorphisme de −→

E .

Proposition 3.3. Soit (E ,
−→
E ) et (F ,

−→
F ) des espaces affines.

1. Si f, g : E → F sont affines alors f ◦ g est affine et
−−→
f ◦ g = −→

f ◦ −→g .

2. L’image et l’image réciproque d’un sous-espace affine par une application affine est un
sous-espace affine (si elle est non vide).

3. Une application affine f est injective si et seulement si
−→
f l’est si et seulement si elle

envoie toute famille affinement libre sur une famille affinement libre.

4. Une application affine f est surjective si et seulement si
−→
f l’est si et seulement si elle

envoie toute famille affinement génératrice sur une famille affinement génératrice.

5. La réciproque d’une application affine bijective est affine.

Exercice 9. Soit f : E → E un endomorphisme affine.

1. Montrer que l’ensemble des points fixes de f est soit vide, soit un sous-espace affine de E
de direction ker(−→f − id−→

E
).

2. Montrer que si
−→
f − id−→

E
est surjective, alors f admet au moins un point fixe.

3. Montrer que si
−→
f − id−→

E
est injective et E est de dimension finie alors f admet un unique

point fixe.

Exemple 3.4.

1. Une translation f : E → E est une application affine dont la partie linéaire est id−→
E

.

2. L’homothétie de centre A ∈ E et de rapport k ∈ K \ {0} est définie par f(M) = M ′ où
M ′ est l’unique point tel que

−−→
AM ′ = k

−−→
AM . Autrement dit, c’est l’application affine dont

la partie linéaire est k id−→
E

et de point fixe A. On a alors f(M) = Bar((M, k), (A, (1−k))).
Les homothéties et translations forment les dilatations. Elles envoient toute droite sur
une droite parallèle (et ça les caractérise).

3. Si F et G sont des sous-espaces affines supplémentaires et en notant A leur unique point
d’intersection alors le projecteur affine sur F parallèlement à G est l’application affine
de point fixe A et de partie linéaire le projecteur sur −→

F parallèlement à −→
G . On définit de

manière similaire les symétries affines.

4. Les applications affines de Kn dans Km sont les applications de la forme X 7→ AX + B
où A ∈ Mm,n(K) et B ∈ Km.

Remarque 3.5. Au vu de la Remarque 3.2, tout endomorphisme affine f de E peut s’écrire
sous la forme f = t◦f̃ où f̃ : E → E est un endomorphisme (linéaire) de EA et t est la translation
de vecteur

−−−−→
Af(A).

Proposition 3.6. Soit (E ,
−→
E ) et (F ,

−→
F ) des espaces affines.
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1. Une application f : E → F est affine si et seulement si elle préserve les barycentres, i.e.
pour tout système de points pondérés ((M1, λ1), . . . , (Mn, λn)) de E on a

f(Bar((M1, λ1), . . . , (Mn, λn))) = Bar((f(M1), λ1), . . . , (f(Mn), λn)).

2. Une application affine f : E → F préserve le parallélisme faible et le parallélisme. En par-
ticulier, elle préserve l’alignement, au sens où si A, B et C ∈ E sont sur une même droite
alors f(A), f(B) et f(C) aussi. Il en est de même pour la coplanarité ou l’appartenance
à un sous-espace affine de dimension supérieure.

Remarque 3.7. La question de la réciproque de la dernière assertion est subtile. Le théorème
fondamental de la géométrie affine caractérise les applications préservant le parallélisme
comme étant les bijections semi-affines, quand le corps K est différent de F2 !

Définition 3.8. Le groupe affine de l’espace affine (E ,
−→
E ) est le groupe des bijections affines

de E dans E, muni de la loi de composition, noté GA(E).

Proposition 3.9. Le groupe affine d’un plan affine agit simplement transitivement sur les
triplets de points non alignés.

Démonstration. Soit (P ,
−→
P ) un plan affine et soit (A1, B1, C1) et (A2, B2, C2) deux triplets de

points de P non alignés. Comme (A1, B1, C1) forme un repère affine, une application affine est
entièrement déterminée par les images de A1, B1 et C1. De plus, (−−−→

A1B1,
−−−→
A1C1) et (−−−→

A2B2,
−−−→
A2C2)

sont des bases de −→
P , donc il existe un (unique) automorphisme u de −→

P tel que u(−−−→
A1B1) = −−−→

A2B2

et u(−−−→
A1C1) = −−−→

A2C2. Finalement, l’application affine f = t ◦ g où t est la translation de vecteur
−−−→
A1A2 et g est l’application affine vérifiant g(A1) = A1 et −→g = u convient.

Corollaire 3.10 (Ellipse de Steiner). Soit ABC un triangle non aplati du plan réel R2. Alors
il existe une unique ellipse tangente aux côtés de ABC en leurs milieux.

Démonstration. Soit f la bijection affine envoyant (A, B, C) sur un triangle équilatéral ∆. Alors
le cercle inscrit C à ∆ est tangent à ses côtés en leurs milieux car ses bissectrices sont aussi ses
médianes (voir la feuille suivante). Ainsi, f−1(C) est une ellipse (on peut écrire son équation
barycentrique, ou établir l’équation cartésienne qui sera polynomiale du second degré) inscrite à
ABC, tangente à ses côtés en leurs milieux, car f−1 préserve les intersections et les milieux.

Remarque 3.11. De la même manière, on montre qu’il existe une unique ellipse circonscrite
à ABC centrée en son centre de gravité, en prenant l’image réciproque du cercle circonscrit à
un triangle équilatéral.

4 Exercices
Exercice 10. Soit E un plan affine, A, B, C ∈ E non alignés. Considérons les points A′ =
(a1 : a2 : a3), B′ = (b1 : b2 : b3) et C ′ = (c1 : c2 : c3) (coordonnées barycentriques normalisées)
dans le repère affine (A, B, C), en les supposant non alignés. Montrer que si M = (x : y : z)
et f : E → E est l’unique application affine envoyant A sur A′, B sur B′ et C sur C ′, alors
f(M) = (x′ : y′ : z′) où x′

y′

z′

 =

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3


x

y
z

 .
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Exercice 11 (Théorèmes classiques). Soit (E ,
−→
E ) un espace affine. Dans tout cet exercice, faire

des dessins est fortement encouragé. On utilisera la notation suivante : si A, B, C sont trois
points alignés et non confondus, on note

−→
AC−→
AB

l’unique élément λ ∈ K× tel que −→
AC = λ

−→
AB. De

manière équivalente, c’est l’unique λ tel que C ait pour coordonnées barycentriques normalisées
(1 − λ : λ) dans le repère (A, B).

1. Montrer que si A, B et C sont trois points distincts et alignés, et si f : (AB) → F est
une application affine injective, alors

−−−−−−→
f(A)f(C)
−−−−−−→
f(A)f(B)

=
−→
AC
−→
AB

.

2. (Théorème de Thalès) Soit H1, H2 et H3 trois hyperplans distincts et parallèles de l’espace
affine (E ,

−→
E ). Soit (Di)i∈I une famille de droites non faiblement parallèles aux Hi.

(a) Justifier que pour tout i ∈ I, Di rencontre H1, H2 et H3 en un unique point Ai
1, Ai

2
et Ai

3 respectivement.
(b) En considérant la projection affine πi sur Di parallèlement à H1, et en regardant

πi(Aj
k) pour k ∈ {1, 2, 3} et j ̸= i, montrer que

−−−→
Ai

1A
i
3−−−→

Ai
1A

i
2

est indépendant de i ∈ I.
(c) Faire un dessin dans le cas où E est un plan et |I| = 2.

3. (Théorème de Pappus) Supposons que E est un plan affine, soit D et D′ deux droites
distinctes de E, A, B, C ∈ D deux à deux distincts et A′, B′, C ′ ∈ D′ deux à deux distincts.
Montrons que si (AB′) // (A′B) et (BC ′) // (B′C) alors (AC ′) // (A′C).

(a) Supposons que D et D′ s’intersectent en un point O. Soit f l’homothétie de centre
O envoyant A sur B. Montrer que f envoie (AB′) sur (A′B), puis que f(B′) = A′.
De même, si g est l’homothétie de centre O envoyant B sur C, on a g(C ′) = B′.
Conclure en utilisant f ◦ g.

(b) Supposons maintenant que D et D′ sont parallèles. En considérant des translations
convenables, montrer le résultat.

4. (Théorème de Desargues) Soit ABC et A′B′C ′ des triangles (non aplatis) sans sommets
communs et à côtés deux à deux parallèles. Montrons que (AA′), (BB′) et (CC ′) sont
soient parallèles soient toutes concourantes.

(a) Justifier que A, A′, B et B′ sont coplanaires, puis que (AA′) et (BB′) sont soit pa-
rallèles, soit concourantes.

(b) Supposons que (AA′) et (BB′) s’intersectent en un point O. Soit f l’homothétie de
centre O et envoyant A sur A′. Montrer que f envoie (AB) sur (A′B′), en déduire
que f(B) = B′ puis que f(C) = C ′. Conclure.

(c) Supposons que (AA′) et (BB′) soient parallèles. Établir le résultat en considérant
une translation bien choisie.
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Exercice 12 (Théorème de Ménélaüs). Soit ABC un triangle (non aplati) d’un plan affine,
A′ ∈ (BC), B′ ∈ (AC) et C ′ ∈ (AB).

1. Soit hA′ l’homothétie de centre A′ et de rapport
−−→
A′B−−→
A′C

, hB′ l’homothétie de centre B′ et

de rapport
−−→
B′C−−→
B′A

et hC′ l’homothétie de centre C ′ et de rapport
−−→
C′A−−→
C′B

. Justifier que f =
hA′ ◦ hB′ ◦ hC′ est une homothétie de centre B et déterminer son rapport.

2. Montrer que A′, B′ et C ′ sont alignés si et seulement si
−−→
A′B
−−→
A′C

−−→
B′C
−−→
B′A

−−→
C ′A
−−→
C ′B

= 1.

Exercice 13 (Théorème de Ceva). Soit ABC un triangle (non aplati) d’un plan affine, A′ ∈
(BC), B′ ∈ (AC) et C ′ ∈ (AB).

1. En supposant que (AA′) et (BB′) sont concourantes, exprimer les coordonnées barycen-
triques de leur point d’intersection dans le repère (A, B, C). Faire de même avec les droites
(BB′) et (CC ′).

2. Montrer que les droites (AA′), (BB′) et (CC ′) sont concourantes ou parallèles si et seule-
ment si −−→

A′B
−−→
A′C

−−→
B′C
−−→
B′A

−−→
C ′A
−−→
C ′A

= −1.

Exercice 14. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine. Montrer que

GA(E) ≃
−→
E ⋊ GL(−→E ).

Exercice 15. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine et (F ,

−→
F ) un sous-espace affine.

Soit E/F l’ensemble quotient pour la relation d’équivalence définie par A ∼ B ⇔
−→
AB ∈

−→
F .

Montrer que E/F peut être muni d’une structure d’espace affine, de direction à déterminer,
telle que l’application de passage au quotient soit affine. Quelle est la partie linéaire de cette
projection ?

Exercice 16. Montrer que si car(K) ̸= 2 alors une application f : E → F entre deux espaces
affines sur K est affine si et seulement si elle préserve les barycentres de deux points.

Exercice 17. Soit (E ,
−→
E ) un espace affine sur K. On pose Ê = −→

E ⊔ (K× × E) muni des lois
suivantes :

∀−→u , −→v ∈
−→
E , ∀µ ∈ K, −→u + µ−→v ∈

−→
E ,

∀λ ∈ K×, ∀A ∈ E , ∀−→u ∈
−→
E , (λ, A) + −→u = −→u + (λ, A) = (λ, A + λ−1−→u ),

∀µ ∈ K, ∀λ ∈ K×, ∀A ∈ E , µ.(λ, A) =
{

(µλ, A) si µ ̸= 0
−→0 ∈

−→
E si µ = 0,

et

∀λ, λ′ ∈ K×, ∀A, B ∈ E , (λ, A) + (λ′, B) =
{

λ
−→
AB = λ′−→

BA si λ + λ′ = 0
(λ + λ′, Bar((A, λ

λ+λ′ ), (B, λ′

λ+λ′ )) si λ + λ′ ̸= 0.

Montrer que Ê est un espace vectoriel universel pour (E ,
−→
E ), au sens où −→

E est un hyperplan
de Ê et E en est un hyperplan affine.
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