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Exercices

Exercice 1 (Autour des singularités).

1. Soit f une fonction méromorphe dans C telle que lim|z|→+∞ |f(z)| = +∞. Montrer que f
est une fraction rationnelle.

2. Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage épointé de z0, admettant une singularité
essentielle en z0. Montrer que pour tout voisinage épointé V de z0, f(V ) est dense dans
C (Théorème de Casorati-Weierstrass).
Remarque : Le grand théorème de Picard dit qu’en fait f(V ) est C privé d’au plus un
point.

3. Soit f une fonction entière injective. Montrer que la singularité en 0 de z 7→ f(1/z) n’est
pas essentielle, et en déduire que f est polynomiale.

4. Déterminer les automorphismes holomorphes de C, c’est-à-dire les bijections holomorphes
de C dans C.

Exercice 2 (Espace de Bergman).
Soit Ω un ouvert non vide de C. On appelle espace de Bergman sur Ω, et on note A2(Ω)
l’espace des fonctions holomorphes sur Ω et de carré intégrable sur Ω pour la mesure de Lebesgue
sur C ≃ R2.

1. Montrer que pour tout f holomorphe sur Ω et tout a ∈ Ω, r > 0 tels que D(a, r) ⊂ Ω, on
a

f(a) = 1
πr2

∫ ∫
D(a,r)

f(x + iy) dx dy.

2. Soit K un compact inclus dans Ω. Montrer que si f ∈ A2(Ω), alors

sup
z∈K

|f(z)| ≤ 1√
πd(K, ∂Ω) ||f ||2.

3. En déduire que A2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire issu de L2(Ω), et
que pour tout z ∈ Ω, la fonction f 7→ f(z) est une forme linéaire continue sur Ω.

4. En déduire l’existence, pour tout z ∈ Ω, d’une unique fonction Kz ∈ A2(Ω) telle que pour
tout f ∈ A2(Ω),

f(z) = ⟨f, Kz⟩.

5. On prend maintenant Ω = D(0, 1). Montrer que la famille (en)n∈N définie par

en(z) =
√

n + 1
π

zn

est une base hilbertienne de A2(Ω).
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6. Montrer que pour tout z ∈ Ω, on a

Kz : ξ 7→ 1
π(1 − ξz)2 .

Exercice 3 (Séries de Dirichlet).
On appelle série de Dirichlet toute série de fonctions de la forme ∑n

(
s 7→ an

ns

)
, où (an)n∈N∗

est une suite de nombres complexes (on notera par la suite simplement ∑n
an

ns ).

1. On suppose que la série de Dirichlet ∑n
an

ns converge absolument en s0 ∈ C. Montrer
qu’elle converge absolument en tout s ∈ C tel que Re(s) ≥ Re(s0).

2. En déduire l’existence d’une abscisse de convergence absolue σa ∈ R telle que la série
converge absolument en s si Re(s) > σa et ne converge pas absolument en s si Re(s) < σa.

3. Montrer que si ∑n
an

ns est une série de Dirichlet de fonction somme F , vérifiant F (s) = 0
pour tout s réel suffisamment grand, alors an = 0 pour tout n ∈ N.

4. Soit (an)n∈N∗ une suite de nombres complexes. Pour tout s ∈ C et N ∈ N, on note

SN(s) =
N∑

n=1

an

ns
.

Soit s, s0 ∈ C. En écrivant an

ns = an

ns0
1

ns−s0 et avec une transformation d’Abel (i.e. en
écrivant an

ns0 = Sn(s0) − Sn−1(s0)), montrer que pour tout p < q, s ∈ C, on a

Sq(s) − Sp(s) = Sq(s0)
qs−s0

− Sp(s0)
(p + 1)s−s0

+
q−1∑

n=p+1
Sn(s0)

(
1

ns−s0
− 1

(n + 1)s−s0

)
.

5. On suppose maintenant que la série ∑n
an

ns0 converge. Montrer que pour tout s ∈ C tel
que Re(s) > Re(s0), la suite (Sn(s))n∈N∗ est de Cauchy.
Indication : On pourra réécrire l’expression 1

ns−s0 − 1
(n+1)s−s0 sous forme d’intégrale.

6. En déduire l’existence d’une abscisse de convergence σc ∈ R telle que la série converge
en s si Re(s) > σc et ne converge pas en s si Re(s) < σc.

7. Montrer que σa ≤ σc + 1.

8. Montrer que la somme d’une série de Dirichlet est holomorphe sur son demi-plan de
convergence.

9. Déterminer les abscisses de convergence et de convergence absolue des séries de Dirichlet
suivantes :

∑
n

1
ns

,
∑

n

en

ns
,

∑
n

1
n!ns

,
∑

n

einθ

ns
, θ ∈ R, Bonus :

∑
n

µ(n)
ns

.

Exercice 4 (Formule de Perron).
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1. Soit y ∈ R+∗ \ {1}. Montrer que pour tout c, T > 0, on a

1
2iπ

∫ c+iT

c−iT

ys

s
ds =

1 + O
(

yc

T | ln(y)|

)
si y > 1

O
(

yc

T | ln(y)|

)
si 0 < y < 1

.

Indication : Appliquer le théorème des résidus avec un contour rectangulaire dont le côté
gauche est envoyé à l’infini si y > 1, et le côté droit est envoyé à l’infini si y < 1.

2. Soit F la fonction somme de la série de Dirichlet ∑n
an

ns , d’abscisse de convergence absolue
σa < +∞. En déduire que pour tout x ∈ R+∗ \ N, T > 0 et tout c > max(0, σa), on a

∑
n≤x

an = 1
2iπ

∫ c+iT

c−iT
F (s)xs

s
ds + O

(
xc

T

+∞∑
n=1

an

nc| ln(x/n)|

)
.

Remarque : En appliquant la formule de Perron à la fonction − ζ′

ζ
, et en déplaçant le contour

d’intégration à l’aide du théorème des résidus, on obtient (pour x ≥ 1 non entier) la formule
remarquable suivante

∑
pk≤x

p premier,k≥1

ln p = x −
∑

ρ,ζ(ρ)=0

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0) ,

qui permet d’établir, après étude des zéros de la fonction ζ, le théorème des nombres pre-
miers :

π(x) = #{p ≤ x | p premier} ∼
x→+∞

x

ln x
.

Exercice 5 (Une formule d’Euler).

1. Montrer que la série de fonctions

∑
n∈Z

(
z 7→ 1

(z − n)2

)

converge normalement sur tout compact de C \ Z, et en déduire que sa fonction somme
f y est holomorphe.

2. Étudier les singularités de f (nature, ordres, résidus).

3. Étudier les singularités de g : z 7→
(

π
sin(πz)

)2
.

4. Montrer que h = f − g est entière, puis qu’elle est bornée sur {z ∈ C | 0 ≤ Re(z) ≤ 1},
puis qu’elle est constante.

5. Calculer limn→+∞ h(in) et conclure.

Exercice 6 (Produits infinis).
Soit (zn)n∈N une suite de nombres complexes. On dit que le produit infini ∏n zn converge
lorsque la limite limN→+∞

∏N
n=0 zn existe et est non nulle. On note ∏+∞

n=0 zn cette limite.

1. Montrer que si ∏n zn converge alors pour tout n ∈ N, on a zn ̸= 0, et limn→+∞ zn = 1.
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2. Les produits infinis suivants convergent-ils ?

∏
n

(
1 − 1

n

)
,

∏
n

(
1 + 1

n

)
,

∏
n

(1 + an),

où an est le terme général d’une série absolument convergente.

3. Montrer que le produit infini ∏n

∣∣∣1 + i
n

∣∣∣ converge, mais pas le produit infini ∏n

(
1 + i

n

)
.

(On pourra montrer le lemme suivant : Soit (un)n∈N une suite de nombres réels tendant
vers +∞ et tels que un+1 − un →

n→+∞
0. Alors la suite (eiun)n∈N ne converge pas.)

Dans la suite, on prendra les termes généraux des produits infinis considérés sous la forme
1 + zn avec zn →

n→+∞
0.

4. Soit (zn)n∈N une suite de nombres complexes. Montrer que pour tout N ∈ N,∣∣∣∣∣
N∏

n=0
(1 + zn) − 1

∣∣∣∣∣ ≤
N∏

n=0
(1 + |zn|) − 1 ≤ exp

(
N∑

n=0
|zn|

)
− 1.

5. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω de C telle que la série de
fonctions ∑n fn converge normalement sur tout compact de Ω. Montrer que la fonction
F : z 7→ ∏+∞

n=0(1 + fn(z)) est bien définie et holomorphe sur Ω.

6. Montrer que F (z) = 0 si et seulement s’il existe n ∈ N tel que 1 + fn(z) = 0.
Indication : Si 1 + fn(z) ̸= 0 pour tout n ∈ N, on pourra montrer que F (z) est l’expo-
nentielle d’une certain nombre complexe.

7. Montrer que si z est tel que 1 + fn(z) ̸= 0 pour tout n ∈ N, alors

F ′

F
(z) =

+∞∑
n=0

f ′
n(z)

1 + fn(z) .

8. Montrer que F : z 7→ πz
∏+∞

n=1

(
1 − z2

n2

)
est une fonction entière dont l’ensemble des zéros

est Z.

9. Calculer F ′

F
sous forme de série.

10. En admettant la formule d’Euler

πcotan(πz) = 1
z

+ 2z
+∞∑
n=1

1
z2 − n2

(qui pourrait être déduite de celle de l’exercice précédent), montrer que pour tout z ∈ C,
F (z) = sin(πz).

Exercice 7 (Théorème de Montel).
Soit Ω un ouvert non vide de C. On considère une suite (fn)n∈N de fonctions holomorphes sur Ω
qui est bornée, au sens où pour tout compact K ⊂ Ω, il existe M > 0 tel que pour tout n ∈ N,

||fn||∞,K ≤ M.

On va montrer le théorème de Montel : il existe une sous-suite de (fn)n∈N convergeant unifor-
mément sur tout compact de Ω.
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1. En considérant la suite exhaustive de compacts (Kn)n∈N∗ définie par

Kn =
{

z ∈ Ω | |z| ≤ n, d(z, ∂Ω) ≥ 1
n

}
,

montrer qu’il suffit de montrer que pour tout compact K ⊂ Ω, il existe une sous-suite de
(fn)n∈N convergeant uniformément sur K.

2. Soit donc K un compact inclus dans Ω. Montrer que pour tout z ∈ K, {fn(z) | n ∈ N}
est borné.

3. En appliquant la formule intégrale de Cauchy aux f ′
n, montrer que (fn)n∈N est équicontinue

sur K.

4. Conclure.

5. Soit (Kn)n∈N∗ la suite exhaustive de compacts de la question 1. Montrer que l’espace
H(Ω) des fonctions holomorphes sur Ω est muni d’une distance donnée par

(f, g) 7→
+∞∑
n=1

min(1, ||f − g||∞,Kn)
2n

.

Montrer qu’il n’existe aucune norme sur H(Ω) telle que la distance induite soit équivalente
à cette distance.
Indication : Si tel était le cas, on pourrait lui appliquer le théorème de Riesz sur la boule
unité.
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