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Fonctions méromorphes et résidus

Dans cette feuille, Ω désignera toujours un ouvert non vide de C. Pour z0 ∈ C et r > 0 on
pose D(z0, r) = {z ∈ C | |z − z0| < r}, D′(z0, r) = D(z0, r) \ {z0} et C(z0, r) la paramétrisation
t 7→ z0 + e2iπt du cercle {z ∈ C | |z − z0| = r} orientée positivement et faisant un tour autour
de z0.

1 Singularités et fonctions méromorphes
Définition 1.1. Soit f une fonction holomorphe sur D′(z0, R). On dit que f admet une sin-
gularité isolée en z0, et plus précisément qu’elle admet :

i) Une singularité effaçable en z0 lorsqu’on peut prolonger f en une fonction holomorphe
en z0.

ii) Un pôle en z0 lorsque |f(z)| →
z→z0

+∞.

iii) Une singularité essentielle en z0 dans les autres cas.

Exemple 1.2.

i) La fonction z 7→ sin z
z

admet une singularité effaçable en 0, car elle coïncide avec la fonction
somme de ∑n

(−1)nz2n

(2n+1)! .

ii) La fonction z 7→ 1
z

admet un pôle en 0.

iii) La fonction z 7→ exp(1/z) admet une singularité essentielle en 0. En effet on a limz→0
z∈R

| exp(1/z)| =
+∞ et | exp(1/z)| reste borné pour z ∈ iR \ {0}.

!△ Le logarithme complexe n’admet pas de singularité isolée en 0, puisqu’il n’en existe aucune
détermination holomorphe sur un voisinage épointé de 0.

Théorème 1.3 (de prolongement de Riemann). Soit f une fonction holomorphe sur D′(z0, R).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) f admet une singularité effaçable en z0.

ii) f admet un prolongement continu en z0.

iii) |f | est borné au voisinage de z0.

iv) On a limz→z0(z − z0)f(z) = 0.
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Démonstration. Il suffit de montrer que iv) ⇒ i). On considère la fonction

g : z 7→
{

(z − z0)2f(z) si z ̸= z0
0 si z = z0

définie sur D(z0, R). L’hypothèse donne que g est holomorphe sur D(z0, R), et donc g y est ana-
lytique : il existe une suite de nombres complexes (an)n∈N telle que pour tout z ∈ D(z0, r), g(z) =∑+∞

n=0 an(z − z0)n. De plus, a0 = a1 = 0 et il est clair que f coïncide avec la fonction somme de∑
n an+2(z −z0)n sur D′(z0, R), et elle admet donc bien un prolongement holomorphe en z0.

Définition 1.4. Une fonction f est dite méromorphe sur Ω lorsqu’il existe un ensemble
P ⊂ Ω de points isolés tel que f soit holomorphe sur Ω \ P , et pour tout z ∈ P , f admet un
pôle z.

Exemple 1.5.

i) La fonction somme de ∑n
1

(z−n)n! est méromorphe sur C, et l’ensemble de ses pôles est N.

ii) La fonction z 7→ exp(1/z) n’est méromorphe sur aucun ouvert de C contenant 0.

iii) Il n’existe aucun logarithme complexe ni de fonction racine carrée méromorphe au voisi-
nage de 0.

Théorème 1.6 (Développement en série de Laurent). Soit 0 < r < R et f une fonction
holomorphe sur la couronne Ω(z0, r, R) = {z ∈ C | r < |z − z0| < R}. Il existe une unique suite
de nombres complexes (an)n∈Z telle que la série∑

n∈Z
an(z − z0)n

converge sur Ω(z0, r, R) et y coïncide avec f . La convergence est normale sur tout compact de
Ω(z0, r, R). En particulier, une fonction méromorphe au voisinage de z0 admet un développe-
ment en série de Laurent au voisinage de z0.

Démonstration.

• Démonstration à la Fourier : Soit ρ ∈]r, R[. On développe la fonction θ 7→ f(z0 +ρeiθ)
en série de Fourier normalement convergente puisqu’elle est de classe C2 :

f(z0 + reiθ) =
∑
n∈Z

cn(ρ)einθ

où
cn(ρ) = 1

2π

∫ 2π

0
f(z0 + ρeint)e−int dt = ρn

2iπ

∫
C(z0,ρ)

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

Le théorème de Cauchy donne que l’intégrale ne dépend pas de ρ, de sorte que, pour
z = z0 + ρeiθ, on a bien

f(z) =
∑
n∈Z

anρneinθ =
∑
n∈Z

an(z − z0)n,

où an = 1
2iπ

∫
C(0,r′)

f(z)
(z−z0)n+1 dz et r′ ∈]r, R[ est quelconque.
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• Démonstration à la Cauchy : On imite la démonstration des formules de Cauchy, en
prenant deux cercles centrés en z0 orientés positivement de rayons respectifs a et b avec
r < a < b < R. Alors la théorie de Cauchy donne, pour a < |z − z0| < b,

f(z) = 1
2iπ

∫
C(z0,b)

f(s)
s − z

ds+ 1
2iπ

∫
C(z0,a)

f(s)
s − z

ds = 1
2iπ

∫
C(z0,b)

f(s)
s − z

ds+ 1
2iπ

∫
C(z0,a)

f(s)
z − s

ds.

On développe en séries géométriques les dénominateurs et on utilise la convergence nor-
male sur tout compact de Ω(z0, r, R) pour intervertir séries et intégrales.

Remarque 1.7. L’unicité des coefficients provient de la méthode de calcul des résidus que
l’on verra plus bas. On peut aussi invoquer l’unicité des coefficients d’une série de Fourier
convergente.

Corollaire 1.8. Soit f une fonction holomorphe sur D′(z0, R) et ∑n an(z − z0)n son dévelop-
pement en série de Laurent au voisinage de z0.

i) f admet une singularité effaçable en z0 si et seulement si on a an = 0 pour tout n < 0.

ii) f admet un pôle en z0 si et seulement s’il existe m < 0 tel que am ̸= 0 et an = 0 pour
tout n < m. Dans ce cas, on appelle −m l’ordre du pôle z0 de f .

iii) f admet une singularité essentielle en z0 si et seulement s’il existe une infinité de n < 0
tels que an ̸= 0.

Démonstration. Le point i) est clair par le théorème de prolongement de Riemann. Il est aussi
clair que si a−n = 0 à partir d’un certain rang et qu’il existe un indice m < 0 tel que am ̸= 0,
alors |f(z)| →

z→z0
+∞ et donc f admet un pôle en z0. Réciproquement, si f admet un pôle en z0,

la fonction 1/f , bien définie sur un voisinage épointé de z0, est prolongeable par continuité en z0
avec la valeur 0, et donc par le théorème de prolongement de Riemann, y admet un prolongement
holomorphe. Le développement en série entière au voisinage de z0 de cette fonction donne une
écriture de la forme 1

f(z) = (z − z0)mg(z) avec g(z) holomorphe ne s’annulant pas au voisinage
de z0, d’où le résultat en inversant à nouveau et en développant 1

g
en série entière.

2 Le théorème des résidus
Définition 2.1. Soit f une fonction méromorphe au voisinage de z0 et ∑n∈Z an(z − z0)n son
développement de Laurent au voisinage de z0. Le coefficient a−1 est appelé le résidu de f en
z0, noté Res(f, z0).

Remarque 2.2. Si f est holomorphe en z0 alors Res(f, z0) = 0.

!△ La réciproque est fausse. La fonction f : z 7→ 1
z2 admet un pôle en 0 mais Res(f, z0) = 0.

• Supposons d’abord que z0 est un pôle simple (d’ordre 1) de f . Alors, au voisinage de z0,
on a f(z) = Res(f,z0)

z−z0
+ g(z), où g est une fonction holomorphe sur ce même voisinage. On

obtient donc
Res(f, z0) = lim

z→z0
(z − z0)f(z).

En particulier, si g admet un zéro simple en z0 alors Res(1/g, z0) = 1
g′(z0) .
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• Supposons maintenant que z0 est un pôle d’ordre m ≥ 1 de f . Alors, au voisinage de z0,
on a (z − z0)mf(z) = a−m + a−m+1(z − z0) + · · · + Res(f, z0)(z − z0)m−1 + (z − z0)mg(z)
avec g holomorphe sur ce même voisinage. On a donc

Res(f, z0) = lim
z→z0

1
(m − 1)! (s 7→ (s − z0)mf(s))(m−1) (z).

Exemple 2.3. Soit f : z 7→ ez−1
z4 . On voit rapidement que 0 est un pôle d’ordre 3 de f . On

calcule (z3f(z))′′ = (z2−2z+2)ez−2
z3 et on a (z2 − 2z + 2)ez − 2 = z3

3 + o(z3) au voisinage de 0, et
donc finalement Res(f, 0) = 1

6 . Ici un développement en série est plus rapide :

f(z) = 1
z3 + 1

2z2 + 1
6z

+ O(1)

au voisinage de 0, et on lit immédiatement le résidu 1
6 .

Théorème 2.4 (des résidus). Soit f une fonction holomorphe sur D′(z0, R). Alors pour tout
r < R, on a 1

2iπ

∫
C(z0,r) f(z) dz = Res(f, z0).

Démonstration. Rappelons que

1
2iπ

∫
C(z0,r)

(z − z0)n dz =
{

1 si n = −1
0 sinon.

Il suffit donc de développer f en série de Laurent au voisinage de z0 et d’intervertir somme et
intégrale par convergence normale sur tout compact.

Remarque 2.5.

i) Par le théorème de Cauchy, on peut remplacer le cercle ci-dessus par n’importe quel
lacet homotope dans D′(z0, r) à ce cercle. En pratique on prendra des rectangles, des
demi-cercles, des portions de cercle, des « trous de serrure »...

ii) Si f est méromorphe sur l’ouvert borné Ω et si a1, . . . , an sont les singularités de f sur Ω,
alors pour tout lacet simple γ orienté positivement contenant a1, . . . , an en son intérieur,
on a 1

2iπ

∫
γ f(z) dz = ∑n

k=1 Res(f, ak).

Méthodes :

i) Fractions rationnelles : Calcul d’intégrales de la forme
∫
R

P (t)
Q(t) dt avec P, Q ∈ C[X]\{0},

deg Q ≥ deg P + 2 et Q(x) ̸= 0 pour x ∈ R.
Soit R > 0 et CR le demi-cercle {z ∈ C | |z| = R, Im(z) > 0} parcouru positivement et
DR sa concaténation avec le segment [−R, R]. Soient a1, . . . , an les pôles de la fraction
rationnelle P

Q
contenus à l’intérieur de DR. D’après le théorème des résidus, on a

1
2iπ

∫
DR

P (z)
Q(z) dz =

n∑
k=1

Res
(

P

Q
, ak

)
.

De plus, par le théorème de convergence dominée, on a∫ R

−R

P (t)
Q(t) dt →

R→+∞

∫
R

P (t)
Q(t) dt,
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tandis que ∣∣∣∣∣
∫

CR

P (z)
Q(z) dz

∣∣∣∣∣ ≤ πR sup
z∈CR

∣∣∣∣∣P (z)
Q(z)

∣∣∣∣∣ ∼
R→+∞

c

Rdeg Q−deg P −1

avec c > 0. Donc ∫
R

P (t)
Q(t) dt = 2iπ

n∑
k=1

Res
(

P

Q
, ak

)
.

Par exemple, on obtient rapidement∫
R

dx

1 + x4 = π√
2

.

ii) Fonctions trigonométriques : Calcul d’intégrales de la forme
∫ 2π

0 F (cos t, sin t) dt où
F est une fraction rationnelle en deux variables dont le dénominateur ne s’annule pas sur
C(0, 1).
On réécrit cos t = eit+e−it

2 et sin t = eit−e−it

2i
et donc∫ 2π

0
F (cos t, sin t) dt =

∫ 2π

0
F

(
eit + e−it

2 ,
eit − e−it

2i

)
dt =

∫
C(0,1)

F̃ (z) dz

où F̃ est la fraction rationnelle (iX)−1F
(

X+X−1

2 , X−X−1

2i

)
. Si a1, . . . , an sont les pôles de F̃

dans D(0, 1), le théorème des résidus donne donc
∫ 2π

0 F (cos t, sin t) dt = 2iπ
∑n

k=1 Res(F̃ , ak).
Par exemple, on obtient ∫ 2π

0

dt

3 + 2 cos t
= 2π√

5
.

Théorème 2.6 (Principe de l’argument). Soit f une fonction méromorphe sur un voisinage
de D(z0, R) et n’ayant ni zéro ni pôle sur C(0, R). Notons Z le nombre de zéros de f dans
D(z0, R) comptés avec multiplicités et P le nombre de pôles de f dans D(z0, R) comptés avec
multiplicités. Alors

1
2iπ

∫
C(z0,R)

f ′(z)
f(z) dz = Z − P.

Démonstration. Soit a ∈ D(0, R) un zéro ou un pôle de f . On a donc, au voisinage de a,
f(z) = (z − a)mg(z) avec m ∈ Z \ {0} et g holomorphe et ne s’annulant pas au voisinage de a.
Alors f ′(z)

f(z) = m
z−a

+ g′(z)
g(z) au voisinage de a, donc Res

(
f ′

f
, a
)

= m. Le résultat provient alors du
théorème des résidus.

Remarque 2.7. Explication du nom : L’intégrale ci-dessus peut être vue comme la variation
(renormalisée par 1

2iπ
) du logarithme de f le long du cercle C(z0, R), et a fortiori de sa partie

imaginaire (la partie réelle étant continue) donc de l’argument de f . Pour chaque tour que f(z)
fait autour de l’origine quand z parcourt C(z0, R), son argument est incrémenté ou décrémenté
de 2iπ. Chaque tour orienté positivement correspond à un zéro (compté avec multiplicité) de
f à l’intérieur de D(z0, R), et chaque tour orienté négativement correspond à un pôle (compté
avec multiplicité) de f à l’intérieur de D(z0, R).

Théorème 2.8 (Rouché). Soient f et g des fonctions méromorphes sur un voisinage de
D(z0, R) et vérifiant |f(z) − g(z)| < |g(z)| pour z ∈ C(z0, R). Alors on a Zf − Pf = Zg − Pg, où
Zh et Ph sont respectivement les nombres des zéros et des pôles respectivement de la fonction
h dans D(z0, R). En particulier, si f et g sont holomorphes alors elles ont le même nombre de
zéros, avec multiplicités, dans D(z0, R).
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Démonstration. Soit la fonction h = f
g
, qui vérifie pour z ∈ C(z0, R), |h(z) − 1| = |f(z)−g(z)|

|g(z)| < 1.
Ainsi, l’image de C(z0, R) par h est contenue dans D(1, 1) et ne contient pas 0 en son intérieur et
donc par le théorème de Cauchy,

∫
C(z0,R)

h′(z)
h(z) dz =

∫
h(C(z0,R))

dz
z

= 0. On conclut avec la formule
h′

h
= f ′

f
− g′

g
et le principe de l’argument.

Corollaire 2.9 (Théorème de l’image ouverte). Soit f : Ω → C une fonction holomorphe non
constante, avec Ω connexe. Alors f est une application ouverte, c’est-à-dire que pour tout ouvert
O ⊂ Ω, f(O) est un ouvert de C.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout z0 ∈ Ω, il existe r > 0 tel que f(D(z0, r)) est
un voisinage de f(z0). Par le principe des zéros isolés, on peut choisir r > 0 assez petit pour
que g : z 7→ f(z) − f(z0) ne s’annule qu’en z0 sur D(z0, r). Notons δ = infz∈C(z0,r/2) |g(z)| > 0.
Si w ∈ D(f(z0), δ), alors en posant h : z 7→ f(z) − w, on a |h(z) − g(z)| = |w − f(z0)| < |g(z)|
pour tout z ∈ C(z0, r/2). Le théorème de Rouché nous donne que h s’annule sur D(z0, r), et
donc que w ∈ f(D(z0, r)).

Remarque 2.10. On peut déduire facilement le principe du maximum à partir du théorème
de l’image ouverte. En effet, une valeur w prise en-dehors du bord ne peut rendre le module
maximal puisqu’il y a tout un disque centré en w inclus dans l’image.

Corollaire 2.11. Soit f une fonction holomorphe sur Ω. Si f est injective, alors f ′ ne s’annule
pas sur Ω.

!△ La réciproque est fausse, comme le montre la fonction exponentielle.

Démonstration. Supposons que f ′(z0) = 0 pour un z0 ∈ Ω. En particulier on a f ′(z) ̸= 0 pour
z suffisamment proche, mais distinct, de z0, sinon par le principe des zéros isolés, on aurait
que f est une homothétie injective dont la dérivée s’annule. Alors au voisinage de z0, on a
f(z) = f(z0) + a(z − z0)k + R(z) avec k ≥ 2, a ∈ C \ {0} et R(z) = o((z − z0)k) quand z → z0.
Soit r > 0 et w ̸= 0 suffisamment petit en module pour que |R(z) − w| < |a(z − z0)k| lorsque
|z − z0| = r.

Alors on a f(z) − f(z0) − w = a(z − z0)k − w + o((z − z0)k) et le théorème de Rouché
donne que z 7→ f(z) − f(z0) − w admet autant de zéros (avec multiplicité) dans D(z0, r) que
z 7→ a(z−z0)k, c’est-à-dire k ≥ 2. Quitte à choisir w suffisamment petit, ces zéros sont distincts,
sinon on aurait un zéro z1 de multiplicité l ≥ 2, et celui vérifierait f ′(z1) = 0. Donc f(z0) + w
admet au moins deux antécédents par f , contradiction.

Corollaire 2.12 (Théorème de biholomorphisme). Soit f : Ω → Ω′ holomorphe entre deux
ouverts de C. Si f est bijective, alors f−1 est holomorphe sur Ω′.

Démonstration. f étant injective, sa dérivée ne s’annule pas. En tant que fonction de deux
variables réelles, la différentielle de f est donc une similitude non nulle et est partout inversible.
On peut donc appliquer le théorème d’inversion locale au voisinage de chaque point de Ω, et
il est clair que la différentielle de f−1 est également une similitude en tout point de Ω′. Les
équations de Cauchy-Riemann donnent alors que f−1 est holomorphe sur Ω′.

Remarque 2.13. On obtient un nouvelle manière de définir un logarithme holomorphe sur
C \ R− : la fonction exponentielle est holomorphe et bijective de la bande horizontale {z ∈ C |
|Im(z)| < π} dans C \ R−.

6



3 Exercices
Exercice 1. Calculer :

1. Res
(

sin z
z6 , 0

)
.

2. Res
(

ez

sin z
, 0
)
.

3. Res
(

eiz

z(z2+1)2 , i
)
.

Exercice 2. Calculer (après avoir justifié l’existence) :

1. ∫
R

dx

1 + x + x2 + x3 + x4 .

2. Pour a > 1, ∫ 2π

0

dt

a + sin t
.

3. Pour 0 < a < 1, ∫
R

eax

1 + ex

(Indication : Intégrer sur un rectangle convenablement choisi).

4. ∫ +∞

0

sin x

x
dx

(Indication : Considérer un « trou de serrure » de rayon tendant vers l’infini, et évitant
0).

Exercice 3. Soit n ≥ 2 un entier et f : z 7→ 1
1+zn .

1. Soit R > 1 et γR le lacet parcourant [0, R], puis l’arc de cercle CR joignant R à Re
2iπ
n

puis [Re
2iπ
n , 0]. Justifier que

∫
γR

f(z) dz = −2iπeiπ/n

n
.

2. Montrer que ∫ 0

Re
2iπ
n

f(z) dz = −e
2iπ
n

∫ R

0
f(z) dz.

3. Montrer que ∫
CR

f(z) dz →
R→+∞

0.

4. En déduire que ∫ +∞

0

dx

1 + xn
= π/n

sin(π/n) .

7



Exercice 4. Pour tout x ∈ R, on pose le demi-plan Ωx = {z ∈ C | Re(z) > x}. On définit la
fonction Γ sur Ω0 par

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−t dt.

1. Montrer que Γ est bien définie et holomorphe sur Ω0.

2. Montrer que pour tout z ∈ Ω0, on a Γ(z + 1) = zΓ(z).

3. Montrer que la fonction définie sur Ω−1 \ {0} par z 7→ Γ(z+1)
z

définit un prolongement
méromorphe de Γ sur Ω−1.

4. Calculer Res(Γ, 0).

5. Établir que Γ admet un prolongement méromorphe sur C, en déterminant ses pôles, les
ordres de ces pôles et les résidus en ces pôles.

Exercice 5. On définit sur Ω1 = {z ∈ C | Re(z) > 1} la fonction ζ de Riemann par

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1
ns

.

1. Montrer que ζ est bien définie et holomorphe sur Ω1.

2. Démontrer, avec une transformation d’Abel, la formule de sommation par parties sui-
vante : Pour toute f : R → C de classe C1 et x ≥ 1, on a∑

1≤n≤x

f(n) = f(x) −
∫ x

1
⌊t⌋f ′(t) dt.

3. En déduire que pour tout s ∈ Ω1,

ζ(s) = 1
s − 1 − s

∫ +∞

1

{t}
ts+1 dt,

puis que ζ admet un prolongement méromorphe à Ω0 = {z ∈ C | Re(z) > 0}. Déterminer
les pôles, ordres des pôles et résidus des pôles de ζ dans ce demi-plan.

4. Question bonus (écrivez-moi un mail si vous trouvez) : Déterminer les zéros de
ζ dans ce demi-plan.

Exercice 6 (Théorème de d’Alembert-Gauss (encore)). Démontrer le théorème de d’Alembert-
Gauss à l’aide du théorème de Rouché.
Exercice 7 (Théorème de Hurwitz). Soit (fn)n∈N une suite de fonctions holomorphes sur
l’ouvert connexe Ω qui converge uniformément sur Ω vers f . On veut montrer que si les fn ne
s’annulent pas sur Ω, alors f non plus, ou alors f = 0.

1. On suppose que f est non nulle et s’annule en a ∈ Ω. Justifier qu’il existe ε > 0 tels que
a soit le seul zéro de f sur D(a, ε).

2. Justifier qu’il existe δ > 0 tel pour tout n ∈ N et z ∈ C(a, ε), |fn(z)| ≥ δ.

3. Montrer que ∫
C(a,ε)

f ′
n(z)

fn(z) dz →
n→+∞

∫
C(a,ε)

f ′(z)
f(z) dz.

4. Obtenir une contradiction.
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