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Théorie de Cauchy

Les ouverts considérés dans cette feuille sont tous non vide.

1 Intégrales de chemin dans C

Définition 1.1. Un chemin est une application v : [0,1] — C de classe C' par morceauz. Ses
extrémités sont v(0) et y(1). Un lacet (ou chemin fermé) est un chemin dont les deux
extrémités coincident. Si de plus v est injectif sur [0, 1], on dit que c’est un lacet simple. Si v
est un chemin et si f : Q — C est une fonction continue, ot € est un ouvert de C contenant
Im(y), on définit l'intégrale de chemin (ou curviligne) de f sur~ par
1

[F@as= [ feoyea.

.
Exemple 1.2. On considere le cercle unité C orienté dans le sens trigonométrique (i.e. on le
paramétrise par 7 : ¢t — e*™). Alors pour tout n € Z, on a

/ " {in sin=—-1
Z"dz = .
y 0 sinon.

Remarque 1.3. On confond trés souvent ~ et son image dans le langage courant. Ainsi,
on notera fo(,, ) f(2)dz pour I'intégrale curviligne [ f(2)dz, ot v : t = 2 + re®™ est la
paramétrisation usuelle.

A\ Cependant, I'intégrale curviligne ne dépend pas que de I'image du chemin ~. Ainsi, pour
Y1 it —=tety :t—1—1tdes paramétrisations du segment [0, 1], on a [, zdz = % et
J,zdz = —%. De méme si vy, : t +— e*™ qui paramétrise le cercle unité, mais dont on fait k

fois le tour, alors [ 27" dz = 2irk.

Proposition 1.4. Soit Q un ouvert de C, v un chemin dans 2 et f continue sur Q2. Alors

[Yf(z) dz

< sup |f(2)] x £(7),

z€7([0,1])
ol

() = [ W

Définition 1.5. Soit 2 un ouvert de C. Deux chemins vy, et v de mémes extrémités a et b et
d’images incluses dans §) sont dits homotopes dans ) lorsqu’il existe une application continue
H :[0,1] x [0,1] — Q telle que H(0,-) = 71 et H(1,) = va, et pour tout s € [0,1] on a
H(s,0) =a et H(s,1) =b.

Exemple 1.6. Si 7y est un lacet dans un ouvert convexe de C, alors v est homotope au lacet
constant ¢ — ~(0) via (s,t) — (1 — s)y(t) + s7(0).
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Définition 1.7. Une partie X de C est dite simplement connexe lorsque X est connexe par
arcs et tout lacet dans X est homotope d un point (chemin constant).

Exemple 1.8. Toute partie convexe ou étoilée de C est simplement connexe. C* n’est pas
simplement connexe.

2 Formule de Cauchy et conséquences

2.1 Les formules de Cauchy

Lemme 2.1 (de Goursat). Soit A un triangle plein du plan, et f holomorphe sur un ouvert <)

contenant A. Alors
/ f(z)dz =0,
OA

ou OA est le bord de A, paramétré sous forme d’un lacet simple parcourant successivement les
trois segments du triangle.

Démonstration. Soit I la valeur de I'intégrale. On découpe le triangle en quatre sous-triangles
avec des orientations cohérentes. Alors I = I+ I+ 1341, ot I; désigne I'intégrale sur le j-ieme
sous-triangle. Ainsi on a au moins un indice j tel que |I;| > %l. On construit par récurrence une
suite (A, )nen de triangles emboités tels que 'faAn f(2) dz‘ > LL,J. Par le théoreme des compacts
emboités, il existe un nombre complexe zy tel que N,eny An = {20}. f étant holomorphe en 2z,

on a donc, pour tout z € €,
f(2) = f(20) + (2 = 20) f'(20) + (2 — 20)(2)

avec £(z) — 0. Un calcul immédiat donne f (20 dz = f zZ— 20 ’/ 20 dz = 0.
0A 0A
Z—20 n n

De plus, comme les cotés de A, ont une longueur majorée par <, ot L est la longueur du

2n
plus grand c6té de A (récurrence), on a

L
1] <4"— sup |(z — 20)e(2)| < L? sup |e(z)] — O.
2" seon, 2€0A, n—roo

]

Théoréme 2.2 (de Cauchy). Soit Q un ouvert convexe de C et f une fonction holomorphe sur
Q. Alors :

1. f admet une primitive holomorphe F' sur 2.

2. Pour tout lacet inclus dans €2, on a [ f(z)dz = 0.

Démonstration.

1. Soit zg € 2. Posons
F:zw— f(s)ds.

[Zo,z]
Soit h € C de module suffisamment petit pour que le triangle de sommets zy, z et z + h
soit inclus dans €). Alors d’apres le lemme de Goursat, on a

s)ds + s)ds + s)ds = 0.
/[zo,z] f( ) [z,2+h] f( ) [z+h,20] f( )
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Autrement dit,
F(z+h) - F(z) = / £(s)ds,
[z,2+h]

e F(+1) = F(2) |
Z+n)—r(z
@ =g ) - fE)s
Soit € > 0. Par continuité de f en 2, on a donc
F —F
PRI g <

pour h suffisamment petit.

2. Immeédiat en écrivant
[ 1)ds= [ Fa:= [ Pao»0d = Fom)h=o.

]

Remarque 2.3. On peut modifier légerement la démonstration du lemme de Goursat pour
montrer le résultat pour f continue sur €2 et holomorphe sur Q\ {z}. Le théoréme de Cauchy
reste donc valable sous ces hypotheéses.

Corollaire 2.4 (Formules de Cauchy). Soit Q un ouvert convere de C et f une fonction
holomorphe sur Q). Alors [ est analytique sur 2, et pour tout n € N, tout zg € Q et tout cercle
C(zo,7) inclus dans S et centré en 2z, on a

J (2) _ 1/ f(©)
n! 207 C(zo0,r) (C — Zo)n+1
Démonstration. Soit zg € 2,0 < r < R tels que D(z, R) C €. Soit z € D(zp,r). On pose
FO-f=) P
g:C—= 9 57 Cjé
fl(z)si¢==z

Alors g est continue sur D(zg, R) et holomorphe sur D(zg, R) \ {2z}, donc d’apres le théoreme
de Cauchy, on a

dc.

_ SO e - ¢ _
/C(zo,r) g(C) dC N /C(zo,r) C —Z dC f(Z) /C(zo,r) C —Z =0

On calcule immédiatement

d¢ .
/ = 2,
C(zo0,r) C— z
d’ou le résultat pour n = 0.
Ensuite, on développe pour ¢ € C(zo,7) (de sorte que |z — zo| <7 = | — 20]),
I 1 1 I ’io (z — z)"
(=2 ((—20)—(z—2) (—=l-22 (-2
et on intervertit I'intégrale et la somme par convergence uniforme sur C(zg,7), ce qui donne

JOR JCEE Uy S (3 T,

n=0 20w (20,7) (C — ZO)TH_l .




Remarque 2.5. Le théoreme de Cauchy, et donc les formules de Cauchy, sont valables plus
généralement pour tout ouvert simplement connexe et pour tout contour d’intégration qui est
un lacet simple (sinon il faut parler d’indice d’un lacet par rapport a un point) contenant zo en
son intérieur. Ce cas général est bien plus technique a démontrer, on 'admettra dans la suite.

2.2 Conséquences

On a obtenu I’équivalence entre f holomorphe et f analytique sur un ouvert quel-
conque de C!

Théoréme 2.6 (Principe du prolongement holomorphe). Soit Q un ouvert connexe de C. Si f et
g sont holomorphes sur ) et coincident sur une partie de ) possédant un point d’accumulation,
alors f = g.

Démonstration. f et g sont analytiques sur €2, donc on applique le principe du prolongement
analytique. O]

Théoréme 2.7 (Morera). Soit Q un ouvert de C et f : 2 — C continue telle que [y5 f(2z)dz =
0 pour tout triangle A inclus dans 2. Alors f est holomorphe sur ().

Démonstration. Comme dans la preuve du théoreme de Cauchy, on construit (sur chaque ouvert
convexe inclus dans €2) une primitive holomorphe de f sur Q. Cette primitive est analytique
donc sa dérivée f aussi, et donc f est holomorphe. O]

Corollaire 2.8 (Holomorphie sous le signe intégrale). Soit Q un ouvert de C, (E, ) un espace
mesuré et f:Q x E— C telle que :

1. Pour tout z € Q, t — f(z,t) est intégrable sur (E, p).
2. Pour p-presque tout t € E, z — f(z,t) est holomorphe.

3. Pour tout compact K C Q, il existe g € L'(E, u) telle que pour tout z € K ett € E, on
a|f(z,t)] < g(t).

Alors la fonction z — F(z2) = [ f(z,t) du(t) est bien définie et holomorphe sur , et pour
tout z € 2, on a

of
F'(z) = | ==(z,t)du(t).
() = [ 52 0) dnlt
Démonstration. Appliquer le théoréme de Fubini pour appliquer celui de Morera. O

Exemple 2.9. La fonction ¢ : s — [, tii}l dt, ou {t} =t — |t] désigne la partie fractionnaire

de t, est holomorphe sur 'ouvert Qg = {s € C | Re(s) > 0}. Par sommation d’Abel, on montre
que pour Re(s) > 1, on a ((s) = ;*5 — s¢(s), de sorte que la fonction ¢ se prolonge de maniere
holomorphe & Qg \ {1}!

Théoréme 2.10 (Weierstrass). Soit Q un ouvert de C et (f,)nen une suite de fonctions holo-
morphes sur §) qui converge uniformément sur tout compact de 2 vers f. Alors f est holomorphe
sur §) et (f)nen converge uniformément sur tout compact de §2 vers f'.

Démonstration. Passage a la limite dans la formule de Cauchy. O



Proposition 2.11 (Inégalités de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe au voisinage de
D(z, R). Alors pour tout n € N et tout r € [0, R],

’f(n) (ZO) < Sup|zfzo\:r ‘f(Z)‘ .

n! T

Théoréme 2.12 (Liouville). Soit f une fonction entiere bornée. Alors f est constante.

Démonstration. Les inégalités de Cauchy donnent, en faisant tendre r vers +oo, |f'(z)] = 0
pour tout z € C. O
P

Corollaire 2.13 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). Soit P € C[X] non constant. Alors
admet une racine dans C.

Démonstration. Dans le cas contraire, % serait une fonction entiere bornée non constante. [

Théoréme 2.14. Soit Q un ouvert borné de C et f continue sur Q et holomorphe sur 2. Alors
pour tout z € Q, |f(2)] < supepq [f(s)]. Si de plus Q est conneze et | f| atteint son mazimum
sur €2 en un point zg € ), alors f est constante.

Démonstration. Soit 2y € Q en lequel |f| atteint son maximum. Supposons que z; € €. Sans
perte de généralité, on suppose 2 connexe (en considérant la composante connexe de zp). Si
f n’est pas constante, alors pour |h| suffisamment petit, f admet un développement en série
entiere de la forme f(z9 + h) = ag + aph® + ap A*H + ... avec k > 1 et aj # 0. On choisit
alors h de sorte que |ag + axh®| = |ag| + |ax||h|* et alors

|f (20 + h)| = laol + lax|[A]* — Jagsi|[B[*! — ..

Mais alors pour |h| suffisamment petit, on a |f(z0 + h)| > |ao| = | f(20)|, absurde. O

3 Exercices

Exercice 1. Montrer que l'image d’une fonction entiére non constante est dense dans C.

Remarque 3.1. On peut en fait montrer que 'image d’une fonction entiere f est forcément
C privé d’au plus un point, et que lorsque f n’est pas un polyndéme, chaque valeur est atteinte
une infinité de fois dans tout voisinage de U'infini (théoréme de Picard).

Exercice 2 (Théoreme de Liouville précisé). Soit f une fonction entiére et d € N tel que
sup|,—, |f(2)] = O(r?). Montrer que f est un polynome de degré au plus d.

Exercice 3 (Lemme de Schwarz). Soit f une fonction holomorphe sur D(0,1) et continue sur
D(0,1) telle que f(0) =0 et Vz € D(0,1),|f(z)] < M.

Montrer que ¥z € D(0,1),|f(2)] < Mz et que |f'(0)] < M. Montrer de plus que si on a
|f(20)| = M|zo| pour un zy € D(0,1)\ {0}, ou si |f'(0)| = M, alors f = z + uz pour unu € C
de module M.

Exercice 4. Soit f une fonction holomorphe sur D(0,1). On va montrer qu’on ne peut pas
avoir lim,_,¢ | f(2)| = +00 pour tout & de module 1.

1. Montrer le résultat en supposant que f ne s’annule pas sur D(0,1).

Indication : Considérer 1/ f et lui appliquer le principe du mazimum.
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2. Montrer qu’en général, on a f = Pg avec P € C[X] et g holomorphe sur D(0,1) ne s’y
annulant pas, et conclure.

Exercice 5 (Logarithmes complexes). Soit 2 un ouvert simplement connexe de C et f : Q — C
holomorphe. On fize zy € ).

1. Montrer que pour tout z € § et tout chemin v reliant 2o a z, l'intégrale [, f(s)ds ne
dépend pas de y. On notera [ f(s)ds cette valeur commune.

2. On suppose que f ne s’annule pas sur 2.

(a) Montrer qu’il existe ¢ € C tel que la fonction g : z +— [ ’;((5)) ds—+c est un logarithme

holomorphe de f, c’est-a-dire que g est holomorphe et que l’'on a f = e9.

(b) En déduire existence de racine n-iemes holomorphes de f sur €, pour tout n € N*.

(c) Montrer que si g1 et ga sont deux logarithmes holomorphes de f, alors il existe un
entier k tel que g1 — go = 2tkr.

3. Montrer qu’il n’existe aucune application continue L : C* — C telle que pour tout z €
C*, el?) = 2.

4. Pour tout z € C\R™, il existe un unique arg(z) €] — , «[ tel que z = |z|e**#) . Montrer
que lapplication log : z — In|z| + i arg(z) est un logarithme holomorphe de l'identité sur
C\ R~. 1l est appelé détermination principale du logarithme sur C\ R™.

+oo (=D Hen
n=1 n

5. Montrer que pour |z| < 1, on alog(l + z) =
6. Montrer que l'on n'a pas forcément log(ab) = loga + logb pour a,b € C\ R~ tels que
ab € C\ R™. Donner une condition suffisante pour qu’il y ait égalité.

. n2
7. Calculer la limite quand n — +oo de (1 + 227”)

Exercice 6. Soit f € L'(R). Sa transformée de Fourier est définie par
fite / f(z)e ™t dt.
R
1. On commence par montrer l'injectivité de la transformée de Fourier : supposons que f = 0.

(a) Montrer que pour tout a € R, on a
+00

/ ’ ft)e @0 gt = — f(t)e =) qt.

(b) Montrer que la fonction

' [ fHe =t dt si Jm(z) >0
faizm {— [Fe f(t)em == dt si Jm(z) <0
est bien définie, continue sur C et holomorphe sur C\ R.
(c) En déduire que F, est holomorphe sur C, puis qu’elle est constante.

(d) Montrer que F,(iy) — 0.

Y—r+00



(e) Conclure, en observant la valeur de F,(0) et a l’aide d’un peu de théorie de la mesure.

A

2. Montrer que si f est a support compact, et s’il existe & > 0 tel que pour tout x € R, on a

|f(x)| < Ce™%%, alors f = 0.

Indication : Montrer que f admet un prolongement holomorphe sur un ouvert de C conve-
nable.

3. Soita >0 et fo:x— e On pose F:z— Jg fa(z)e ™* dx.

(a) Montrer que F est bien définie et holomorphe sur C.
(b) Montrer que pour tout t € R, on a

T 42
F(t) =,/—eta.
) = /e

(c) En déduire que fo = \/gf%



