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A. Bailleul Cours-TD d’analyse complexe

Fonctions holomorphes et séries entieres

Quelques références bibliographiques pour ’analyse complexe :

- Analyse complere, Amar-Matheron, Cassini.

- Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou plusieurs variables, Cartan, Her-
mann.

- Analyse complexe et applications, Queffélec-Queftélec, Calvage & Mounet.
- Analyse réelle et complexe, Rudin, Dunod.
- Complex analysis, Stein-Shakarchi, Princeton University Press.

- Analyse compleze - Un regard analytique et géométrique, Yger, Ellipses.

Dans toute la feuille, €2 désigne un ouvert non vide de C.

1 Fonctions holomorphes, premieres propriétés

Définition 1.1. Soit f : Q — C et z € Q). On dit que [ est holomorphe en z lorsque le taux
d’accroissement w admet une limite quand h — 0. Lorsqu’elle existe, cette limite est
notée f'(z). On dit que [ est holomorphe sur ) lorsque f est holomorphe en tout z € ) et f’

est appelée la dérivée de f. Une fonction entiére est une fonction holomorphe sur C.

/N La limite est prise au sens de la topologie d’espace vectoriel normé de dimension 2 de C, il
ne s’agit pas de prendre la limite pour h réel. Ainsi, la fonction f : z — Jm(z) est bien telle
que pour tout z € C, w admet une limite quand h réel tend vers 0, mais elle n’est

holomorphe nulle part.

Proposition 1.2. Toute fonction holomorphe en z est continue et méme différentiable en z
(en tant que fonction de R? — R?).

Proposition 1.3 (Equations de Cauchy-Riemann). Soit f : 2 — C une fonction différentiable
en z € Q. Alors f est holomorphe en z si et seulement si 9L(z) = i%L(2).

t dy T Yoz
. , R = f) L fztih) = f(2)
Démonstration. Comparer }ligé N et ]lig(l) o .
Vérifier qu'il existe A € C tel que f(z + h) = f(z) + Ah + o(h) quand h — 0. O

Remarque 1.4. Le A ci-dessus n’est au final rien d’autre que f'(z).



Exercice 1. Soit exp : z = x+iy — e* = e*(cos(y) +isin(y)). Montrer que exp est holomorphe
sur C.

Si on note f = u + i avec u,v : Q — R, les équations de Cauchy-Riemann veulent dire que

Qu(z) = g—;(z) et %Z(z) = —2Y(z). De maniére équivalente, la différentielle en z de la fonction

f, vue comme fonction R? — R?, est une similitude directe, c’est-a-dire est de la forme pyp, ot
p € RT et o est une rotation.

Exercice 2. On suppose que € est connexe. Soit f : 2 — C holomorphe.
1. Montrer que les propriétés suivantes impliquent que f est constante :

(a) f'=0 sur Q.

(b) Re(f) est constante.

(c) Im(f) est constante.

(d) f est holomorphe.

(e) arg(f) est constant (en supposant que f ne s’annule pas sur ).

(f) |f| est constante.

2. Soit g : Q — C holomorphe telle que pour tout z € Q, il existe x € R tel que f(z) =
g(z) + x. Montrer qu’il existe y € R tel que pour tout z € Q, f = g+vy.

Proposition 1.5. La somme, le produit, le quotient et la composée de deuz fonctions holo-
morphes sont holomorphes la ou ils sont définis, et les formules des dérivées sont les mémes
que dans le cas réel.

Exemple 1.6. Les polyndémes sont des fonctions entieres. Les fractions rationnelles sont ho-
lomorphes sur C privé de I'ensemble des zéros de leur dénominateur.

2 Séries entieres

Définition 2.1. On appelle série entiére (centrée en zy € C) toute série de fonctions définies
sur une partie de C contenant zy et de la forme Y., (z — a,(z — 20)"), notée simplement
Sonan(z — 20)", 0t (an)nen est une suite de nombres complezes.

Remarque 2.2. La plupart des énoncés qui suivent sont donnés pour des séries entieres avec
20 = 0. On se rameéne a ce cas avec un changement de variables évident.

Lemme 2.3 (d’Abel). Soit Y, a,z™ une série entiére, et R > 0 tel que (a, R"),en est bornée.
Alors pour tout z € C tel que |z| < R, la série Y, a,z" converge absolument.

2 n . |Z| n

[ =0(8)" O
Définition 2.4. Soit 32, a,2™ une série enticre. On appelle rayon de convergence de cette
série entiére la quantité sup{R > 0 | (@, R")nen est bornée} € RT.

Démonstration. On écrit |a,2"| = |a,|R™ x

Remarque 2.5. Le rayon de convergence ne dépend que du module de la suite (a,)nen! Une
définition équivalente est sup{R > 0| >, a, R" converge}.



Exemple 2.6. Les polynémes ont un rayon de convergence infini.
La série entiere >, 2" a pour rayon de convergence 1.

Proposition 2.7. Soit Y, a,2" une série entiére de rayon de convergence R. Alors la série
converge uniformément sur tout compact de D(0, R) = {z € C | |z| < R} et diverge grossiére-

ment sur C\ D(0,R) = {z € C||z| > R}.

AT peut se passer beaucoup de choses différentes sur le cercle de rayon R : comparer les séries
tieres 30, 2", ¥, - et 3, 5

entieres 3-, 2", 32, = et 30, Z5.

Proposition 2.8 (formules pour le rayon de convergence). Soit Y, a,2" une série entiére de

rayon de convergence R.

1. Silim, ‘U]Z—:f' existe, alors la limite vaut . (formule de d’Alembert)

2. 8ilimg, o0 |a, |V existe, alors la limite vaut . (formule de Cauchy)

(formule d’Hadamard)

8. On alimsup,_, . |a,|'/" =

+oo 2"
n=0 n!

1
5
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Exemple 2.9. La série enticre 3°, %7 a pour rayon de convergence +00 et on a
exp(z).

Exercice 3. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

.n n

1. >, %z .
2. >, (exp(1/n) — 1) 2z".

3. >, cosh(n)z".

4o 3, B

5. Y, a,2" ou a, est la n-iéme décimale de 7.

Proposition 2.10. Soit S la fonction somme de la série entiere Y, a,2", de rayon de conver-
gence R. Alors S est holomorphe sur D(0,R) et S’ : z— >, (n+ 1)a,;12".

Corollaire 2.11. Soit S la fonction somme de la série entiere Y, a,2", de rayon de convergence
R. Alors S est indéfiniment dérivable (au sens holomorphe) sur ), et on a a, = 50O pour

n!
tout n € N. En particulier, les coefficients a,, sont uniques.

Corollaire 2.12. Soit S la fonction somme de la série entiere Y, a,2", de rayon de convergence
R. Alors la série entiére Y, #{le”*l a pour rayon de convergence R, et sa fonction somme est

une primitive holomorphe de S sur D(0, R).

Proposition 2.13 (Comparaisons et opérations sur les séries entieres). Soit Y, a,z" et Y, b, z"
deux séries entieres, de fonctions sommes respectives S et T, et de rayons de convergence
respectifs R et R’.

1. Si a, = O(|b,|) alors R > R'. En particulier, si |a,| o~ |b,|, alors R = R'.

2. La série entiére Y, (a, + b,)z" a un rayon de convergence supérieur ¢ min(R, R'), avec
égalité si R # R', et sa fonction somme est S +T.



3. La série entiere 3, ¢ 2", 0l ¢y = Y p_garbp_p = 21 j—n aib;, a un rayon de convergence

supérieur ¢ min(R, R'), et sa fonction somme est ST. (Produit de Cauchy)
4. St T(0) =0 alors SoT est développable en série entiére au voisinage de 0.
5. .81 5(0) # 0 alors % est développable en série entiere au voisinage de 0.

Démonstration. Pour le point iv), la condition T'(0) = 0 implique que T'(z) € D(0, R) pour
|z| suffisamment petit, et donc S(7'(2)) est bien défini. De plus, le point éii) donne que pour
tout n € N, T(2)" = b'2" + 2" R,(2) avec R,(z) une somme de série entiere centrée en 0.
Pour tout n € N il n'y a donc qu'un nombre fini de coefficients non nuls devant z" dans le
développement S(T'(z)) = 320 a,T(2)", et on peut intervertir les sommes par convergence

uniforme locale. O

Théoréme 2.14 (Formule de la moyenne). Soit 3°,, a,z" une série entiére de rayon de conver-
gence R >0 et S sa fonction somme. Alors pour tout n € N,r €|0, R[, on a

1 21 . .
a, = S(re?)e 0 46,
" ompn /0 ( )
Démonstration. Interversion terme a terme. O

Remarque 2.15. On peut aussi démontrer élémentairement une formule intégrale de Cauchy
pour les fonctions sommes de séries entieres, mais celle-ci admet une interprétation plus claire
apres avoir introduit les intégrales curvilignes.

Corollaire 2.16 (Principe du maximum local). Soit f une fonction développable en série
entiére au voisinage de zo € C. Si |f| admet un mazimum local en zy, alors f est constante au
voisinage de zg.

Démonstration. On peut supposer que zy = 0. Utiliser alors que pour r > 0 assez petit, la
fonction @ — | f(re?)| — | £(0)] est continue, négative, et d’intégrale nulle sur [0, 27]. O

3 Fonctions analytiques

Définition 3.1. Soit f : Q — C et 29 € Q. On dit que [ est analytique en (ou développable
en série entiére au voisinage de) zy lorsqu’il existe une suite de nombres complexes (@, )nen
telle que la série entiére Y, a,(z — z9)" admet un rayon de convergence non nul, et que l'on a
f(2) =020 an(z — 20)™ pour tout z dans un voisinage de zy. On dit que [ est analytique sur
Q lorsqu’elle est analytique en tout point de Q.

Proposition 3.2. Toute fonction analytique est holomorphe.
Remarque 3.3. La réciproque est vraie mais beaucoup plus délicate, on la verra plus tard.

Proposition 3.4. Soit S la fonction somme d’une série entiére de rayon de convergence R.
Alors S est analytique sur D(0, R).

Démonstration. Utiliser le théoreme de Fubini pour intervertir les deux sommes qui apparaissent
en développant 2" = (z — 2o + 29)™. ]

Théoréme 3.5 (Principe des zéros isolés). On suppose que S est connexe. Soit f une fonction
analytique sur Q. Si Uensemble Z(f) = {z € Q| f(z) = 0} des zéros de f admet un point
d’accumulation dans €, alors [ est identiquement nulle sur €.
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/\ Le point d’accumulation doit étre dans €2, comme le montre le cas de la fonction z +—
sin(1/z), holomorphe et non nulle sur D(0,1) \ {0}.

Démonstration. Soit V(f) = {z € Q| f est nulle sur un voisinage de z} et D(f) = {z € Q |
Vn € N, f™(2) = 0}. On déduit de I'analyticité de f que D(f) = V(f). Or D(f) est fermé
puisque [ et ses dérivées sont continues, et V(f) est clairement ouvert.

Si zg est un point d’accumulation de Z(f), alors zy € D(f). En effet, dans le cas contraire,
il existerait un entier n € N minimal tel que f(™(zy) # 0, et alors par analyticité, on aurait

pour z suffisamment proche de 2y, f(z) = %(z —20)" 4+ R(2), ou R(z) = o((z — 29)") quand

: o : (n) 2|
z — zp. Mais alors il existe ¢ > 0 tel que si |z — 29| < €, on a |R(z)| < WM, et donc

n:
pour 0 < |z — 2| < € on aurait |f(z)| > W > 0, ce qui implique zj est isolé.

Ainsi, si Z(f) admet un point d’accumulation, D( f) est un ouvert fermé non vide du connexe

Q, et donc f = 0 sur €. ]

Corollaire 3.6 (Principe du prolongement analytique). On suppose que §2 est connexe. Soit f
et g deux fonctions analytiques sur €, qui coincident sur une partie de 0 possédant un point
d’accumulation. Alors f = g sur €.

Démonstration. Appliquer le principe des zéros isolés a f — g. n

. . J 3N n+1
Exemple 3.7. Soit L la fonction somme de la série entiere 3-, 2—, de rayon de convergence

1. Puisque pour tout €] — 1,1[, on a e“*) = -1 le principe du prolongement analytique
donne e*) = L pour tout z € D(0,1).

Exercice 4. Soit [a,b] un segment dans R et f : [a,b] — C une fonction analytique (extension
évidente de la Définition 3.1). Montrer qu’il existe un ouvert U de C tel que [a,b] C U et une
fonction analytique g sur U telle que gjja5 = f-

/\ Une fonction de classe C* sur R n’est pas nécessairement analytique : méditer le contre-
exemple classique

0 sinon.

—1/z%
x|—>{€ siz#0

Corollaire 3.8 (Principe du maximum). On suppose que ) est conneze. Soit f une fonction
analytique sur Q. Si |f| admet un mazimum local en un point de §), alors f est constante sur

Q.

4 Exercices

Exercice 5. Dans cet exercice, on suppose ne rien connaitre sur la fonction exponentielle. On
. Ve . -\ n

appelle E la fonction somme de la série entiere 3, %7, dont on rappelle qu’elle a un rayon de

convergence infini.

1. Montrer que E vérifie E' = E.
2. Montrer que pour tout z,2' € C, on a E(2)E(?') = E(z + 2').
3. En déduire que pour tout z € C, E(z) # 0.

4. Montrer que la restriction de E a R est strictement positive et strictement croissante, que
lim, 1 F(z) = +00 et que lim,, o, E(x) =0.
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5. Montrer que sit € R alors |E(it)| = 1.

6. On veut maintenant montrer la réciproque : si |z| = 1 alors il existe t € R tel que
z = E(it). Pour tout t € R, posons E(it) = c(t) +is(t) avec c(t), s(t) € R.

(a) En développant ¢ en série et en majorant c¢(2), montrer qu’il existe un plus petit réel
positif p tel que c(p/2) =0, puis que s(p/2) = 1.
(b) Montrer que E est 2ip périodique, que E(ip/2) =i et E(ip) = —1.

(c) Soit z = a+1ib, avec a,b > 0, tel que |z| = 1. Montrer qu’il existe t € [0,p/2] tel que
a = c(t), puis que b = s(t). Conclure dans le cas général ot |z| = 1.

7. Montrer que E est surjective dans C\ {0}.

Exercice 6. Soit ), a,2" et >, b,2" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs
R et R'. On définit leur produit de Hadamard comme étant la série entiére Y, a,b,z". Que
peut-on dire sur son rayon de convergence ?

Exercice 7.

1. Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction r — ——2—

P . .y .\ Vita??
avec son rayon de convergence. En déduire le développement en série entiere au voisinage
de 0 de la fonction argsh.

2. Donner une fonction y deux fois dérivable vérifiant xy” + vy + zy = 0 sur R et y(0) = 1.

Exercice 8. Soit a, le nombre de maniére de mettre des parentheses pour rendre non ambigué
une expression de la forme x1 £ -+ £ x,,1 impliquant n + 1 termes x; (il ne doit pas y avoir
plus de deuz termes non parenthésés, et pas de parenthése autour d’un seul terme).

1. Calculer ag,aq,as et as.
2. Montrer que pour tout n € N, any1 = 3270 an—ja;.

3. Montrer que la série entiére >, a,z™ a une rayon de convergence non nul. On note C' sa
fonction somme.

4. Montrer que pour tout z au voisinage de 0, on a C(z) — 1 = 2C(2)%

5. En déduire une expression pour les nombres de Catalan a,,.

Exercice 9 (Une fonction C* avec un rayon de convergence nul).

1. Montrer que pour tout x € R, la fonction t — et cos(z%t) est intégrable sur R. On note
f(z) = [ e tcos(2?t) dt.

2. Montrer que f est de classe C*™ sur R.
3. Montrer que la série de Taylor de f en 0 a un rayon de convergence nul.

4. f est-elle analytique en 0 ¢



Exercice 10 (Une fonction C* analytique nulle part). Soit (X,)nen+ une suite de variables
aléatoires indépendantes uniformes sur [0,1] et F' la fonction de répartition de la variable aléa-
toire 379 Xn (fonction de Fabius).

n=1 9on
On admet que F' est de classe C™ et qu’elle vérifie [’équation différentielle

, 2F(2z) si0 <z <1/2
F(z) = {2F(2(1 —z))sil/2<z<1.

1. Justifier que pour tout x € [0,1], F(x) =0 si et seulement si x = 0.
Déterminer l'ensemble {x € [0,1] | F'(z) = 0}.

Soit n € N. Déterminer l'ensemble {x € [0,1] | F™(z) = 0}.

Soit x € [0,1] de la forme 2%, avec k € {0,...,2"}. Montrer que F' n’est pas analytique
en .

5. Conclure.

Exercice 11. 1. On va montrer le théoreme suivant d’Abel : Soit Y, a,z™ une série entiére
de rayon de convergence 1 et de fonction somme f. On suppose que >, a, converge, de
somme S. Alors pour tout 0y € [0, 5 {, on a

z—1
ZGA@O

+o0o
lim f(z) = an,
n=0

ol
Ngy={z=1—71e"||z| < 1,7 >0,—0 <0 <0}

(a) Pourquoi n’est-ce pas immédial avec les résultats du cours ?

(b) Pour tout n € N, notons S,, = > }_qar et R, = S — S,. Avec une transformation
d’Abel (i.e. écrire a, = R,—1 — R, ), montrer que pour tout z € D(0,1),

flz) =S =(z— 1)§an".

(c) Soit e > 0 et N € N tel que |R,| < € pour tout n > N. Montrer que pour tout

z€ D(0,1),
S [z — 1]
|f(z) =S| <|z=1]|D_ Ri| +¢ .
k=0 1= 7]
(d) Montrer que si z=1—re € Ay, est tel que r < cos(fy), alors ‘f:éi < ﬁ.

(e) En déduire le résultat.

2. On montre maintenant une réciproque partielle, due a Tauber : Soit >, a,z" une série
entiere de rayon de convergence 1 et de fonction somme f. On suppose que f admet une
limite S en 1. Alors si a, = o(1/n), la série Y, a,, converge vers S.

(a) Montrer que pour tout x €]0,1[, (1 —2™) < n(l —x).



(b) En déduire que pour tout N € N et x €10, 1],

1Sy — f(z)| < (1 —x) Zk|akl+ Z ]ak\x

k= N+1

(¢) Soit M un majorant de la suite (na,)nen, € €)0,1] et N € N tel que pour tout
n > N,n|a,| < &2. Montrer que

’SN—f<1—;)‘ < (M +1)e.

(d) Conclure.

(e) Trouver un contre-exemple au théoréme de Tauber sans ’hypothése a, = o(1/n).

Exercice 12 (Théoreme de Bernstein). Soit f :] — a,a[— R de classe C* telle que pour tout
k€N et tout x €] — a,af, @) (x) > 0. On va montrer que f est analytique sur | — a,al.

1. On pose F : x — f(x)+ f(—x) et pour n € N et x €] — a,al, le reste intégral R, (x) =

Iy (I2£j:+1F(2”+2)(t) dt. Montrer que pour x € [0,a] et n € N, 0 < R,(x) < F(x), puis

que si b 6]0, al alors pour x € [0,b] et n € N,

0 < Ry() < (‘2)2”“ Fb).

2. En déduire que pour tout x €]—a, a[, R,(x) N 0, puis que F' est analytique sur]—a,al.

n—-+

3. En notant r,(x) = [§ 2nj:)+,1f @2 () dt pour x €] — a,a| et n € N, montrer que

0 <ry(x) < R,(x) et en déduire que rp,(x) — 0.

——+00

4. Pour n € N et x €] — a,al, notons S,(x) = >}_, f“:,o . Montrer que pour tout x €
| —a,al, Sapi1(x) e f(z) puis que Son(x) — Sop_1(x) e 0 et conclure.



