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Introduction

Les nombres premiers :

i) Sujet trés ancien (Antiquité)...
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Introduction

Les nombres premiers :

i) Sujet trés ancien (Antiquité)... mais toujours trés actuel!
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Introduction

Les nombres premiers :

i) Sujet trés ancien (Antiquité)... mais toujours trés actuel!
ii) De grands noms de mathématiciens associés a leur étude...
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Introduction

Les nombres premiers :

i) Sujet trés ancien (Antiquité)... mais toujours trés actuel!

ii) De grands noms de mathématiciens associés a leur étude... et
d’autres moins connus.
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Introduction

Les nombres premiers :

i) Sujet trés ancien (Antiquité)... mais toujours trés actuel!

ii) De grands noms de mathématiciens associés a leur étude... et
d’autres moins connus.

iii) Des résultats jolis et simples a concevoir...
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Introduction

Les nombres premiers :

i) Sujet trés ancien (Antiquité)... mais toujours trés actuel!

ii) De grands noms de mathématiciens associés a leur étude... et
d’autres moins connus.

iii) Des résultats jolis et simples a concevoir... mais tres difficiles a
démontrer!
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Introduction

Les nombres premiers :

i) Sujet trés ancien (Antiquité)... mais toujours trés actuel!

ii) De grands noms de mathématiciens associés a leur étude... et
d’autres moins connus.

iii) Des résultats jolis et simples a concevoir... mais tres difficiles a
démontrer!

Un sujet d’étude parfait!
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Introduction

Fil rouge :

Le Théoréeme des Nombres Premiers
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Introduction

Fil rouge :

Le Théoréeme des Nombres Premiers (ou TNP)
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Introduction

Fil rouge :

Le Théoréeme des Nombres Premiers (ou TNP)

et quelques questions proches.
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Plan

Le théoréme des nombres premiers
Les débuts : Euclide et Erathostene
Produits infinis et divergence : Euler
Conjectures : Legendre et Gauss
Premiers résultats : Chebychev
Le mémoire qui changea tout : Riemann
La démonstration : Hadamard et de la Vallée-Poussin
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Les débuts : Euclide et Eratosthene

Dans le livre VIl des Eléments d’Euclide(~ —325 - ~ —270) on
trouve :

« Tout nombre non premier est mesuré par un nombre premier. »
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Les débuts : Euclide et Eratosthene

Dans le livre VIl des Eléments d’Euclide(~ —325 - ~ —270) on
trouve :
« Tout nombre non premier est mesuré par un nombre premier. »

Théoréme (fondamental de I’arithmétique).

Tout nombre entier n > 1 s’écrit de maniere unique (a I'ordre
des facteurs pres) sous la forme

ay . a:
n :p11p22 .. 'pgr’

ou les p;j sont premiers.
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Euclide et Eratosthene
Dans le livre IX des Eléments, on trouve :

« Les nombres premiers sont plus nombreux que n’importe quelle
multitude de nombres premiers proposée. »
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Euclide et Eratosthene
Dans le livre IX des Eléments, on trouve :
« Les nombres premiers sont plus nombreux que n’importe quelle
multitude de nombres premiers proposée. »

Instant notation : dans toute la suite, p désignera un nombre
premier.
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Euclide et Eratosthene
Dans le livre IX des Eléments, on trouve :

« Les nombres premiers sont plus nombreux que n’importe quelle
multitude de nombres premiers proposée. »

Instant notation : dans toute la suite, p désignera un nombre
premier.

Définition.

Pour x > 2, on note

n(x) = |{p < x}|.
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Euclide et Eratosthene
Dans le livre IX des Eléments, on trouve :
« Les nombres premiers sont plus nombreux que n’importe quelle
multitude de nombres premiers proposée. »

Instant notation : dans toute la suite, p désignera un nombre
premier.

Pour x > 2, on note

n(x) = |{p < x}|.
Théoreme (d’Euclide).

Ona

m(x) e +00.
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Euclide et Eratosthene

Probleme 1 : a quelle vitesse?



Le théoreme des nombres premiers Un peu de recul sur la fonction ¢
00000 00000

00000000 00

00000 000

0000

0000

oo

Autres types de « théoremes des nombres premiers »
000000
0000000

Euclide et Eratosthene

Probleme 1 : a quelle vitesse?

Démonstration d’Euclide. Si p1, ..., pn sont les n premiers nombres
premiers, les facteurs premiers de

Nfiipl...pn +1

ne sont pas des p;. O
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Euclide et Eratosthene

Probleme 1 : a quelle vitesse?

Démonstration d’Euclide. Si p1, ..., pn sont les n premiers nombres
premiers, les facteurs premiers de

Nfiipl...pn +1

ne sont pas des p;. O

En particulier
Pnt1<pP1...pn+1,
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Euclide et Eratosthene
Probleme 1 : a quelle vitesse?

Démonstration d’Euclide. Si p1, ..., pn sont les n premiers nombres
premiers, les facteurs premiers de

Nfiipl...pn +1

ne sont pas des p;. O

En particulier
Pnt1<pP1...pn+1,
et par récurrence
pn < 22
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Euclide et Eratosthene
Probleme 1 : a quelle vitesse?

Démonstration d’Euclide. Si p1, ..., pn sont les n premiers nombres
premiers, les facteurs premiers de

N=pi1...pn+1
ne sont pas des p;. O
En particulier
Pnt1<pP1...pn+1,

et par récurrence
2n—1
pn<2

d’ou I'on tire

m(x) > loglog x (i.e. m(x) = Cloglogx).
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Euclide et Eratosthene

Probleme 2 : comment trouver tous les nombres premiers ?
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Euclide et Eratosthene

Probleme 2 : comment trouver tous les nombres premiers ?

A la main, la méthode la plus naturelle est le crible
d’Eratosthéne (~ —276 - ~ —194).
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Euclide et Eratosthene

Probleme 2 : comment trouver tous les nombres premiers ?

A la main, la méthode la plus naturelle est le crible
d’Eratosthéne (~ —276 - ~ —194).

Elu.Br

o
49

Il
47 [
il




Le théoreme des nombres premiers

Un peu de recul sur la fonction ¢
0000e

Autres types de « théoremes des nombres premiers »

00000 000000
00000000 (e]e} 0000000
00000 [e]e]e}
0000
0000
[e]e]

Euclide et Eratosthene
Trois grandes questions :

i) Peut-on donner une formule donnant le n-ieme nombre
premier?
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Euclide et Eratosthéne
Trois grandes questions :

i) Peut-on donner une formule donnant le n-ieme nombre
premier?

ii) Y a-t-il une maniere efficace de trouver les nombres premiers ?
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Euclide et Eratosthéne
Trois grandes questions :

i) Peut-on donner une formule donnant le n-ieme nombre
premier?

ii) Y a-t-il une maniere efficace de trouver les nombres premiers ?

iii) Comment les nombres premiers se répartissent parmi les
nombres entiers?
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Euclide et Eratosthéne
Trois grandes questions :

i) Peut-on donner une formule donnant le n-ieme nombre
premier?
ii) Y a-t-il une maniere efficace de trouver les nombres premiers ?

iii) Comment les nombres premiers se répartissent parmi les
nombres entiers?

Pendant des siécles, aucune avancée sur le probleme. (Wilson,
Fermat, etc.)
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Euclide et Eratosthene

Trois grandes questions :
i) Peut-on donner une formule donnant le n-ieme nombre
premier?
ii) Y a-t-il une maniere efficace de trouver les nombres premiers ?

iii) Comment les nombres premiers se répartissent parmi les
nombres entiers?

Pendant des siécles, aucune avancée sur le probleme. (Wilson,
Fermat, etc.)
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Produits infinis et divergence : Euler

En 1735, Euler (1707-1783) résout le probléeme de Bale :



Le théoreme des nombres premiers Un peu de recul sur la fonction ¢

Autres types de « théoremes des nombres premiers »
00000 00000 000000
©0000000 00 0000000
00000 000
0000
0000
oo

Produits infinis et divergence : Euler

En 1735, Euler (1707-1783) résout le probléeme de Bale :

+00 1
« Déterminer la valeur de Z —.
n=1 n
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Produits infinis et divergence : Euler

En 1735, Euler (1707-1783) résout le probléeme de Bale :

+® 7
« Déterminer la valeur de Z —.
n=1 n

Chemin faisant, il détermine les valeurs des sommes de la forme
+00

1
Z nﬁ k > 1 entier.
n=1
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Euler

Euler est donc amené, sans penser aux nombres premiers, a
étudier la fonction suivante :
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Euler

Euler est donc amené, sans penser aux nombres premiers, a
étudier la fonction suivante :

Définition.

La fonction ¢ d’Euler est la fonction définie sur |1, +oo[ par

+0 1
X—(X):= Z =
n=1

i
N
yel
?
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Euler

Euler est donc amené, sans penser aux nombres premiers, a
étudier la fonction suivante :

Définition.

La fonction ¢ d’Euler est la fonction définie sur |1, +oo[ par

+0 1
X—(X):= Z =
n=1

Il obtient le résultat fondamental suivant :

Théoreme (produit eulérien).

Pourtout x> 1, ona




Le théoreme des nombres premiers

00@00000

Euler

Theorema: 8,
Si ext ferie mumerorum primorum ftguen.r Sormetur ex=
prefiio
2 g™ 5% g n“. etc.
(2*—1)(3"=1)(5"=1) (7"—1)(xx"~1; etc.

CIRC4 SERIES INFINITAS. Tays

erit i valar quazlj jmmde Duins ferzez .
T S n—l— 6,.+7u+ ele.
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Euler
Démonstration. Le premier terme du produit est

1 N1
1_l2227-

2x k=0
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Euler

Démonstration. Le premier terme du produit est

1 %1
1- L~ Z 2kx
2% k=0
Le second est
1 +2°:° 1
1= 3kx
-5 (=3
et leur produit vaut donc
1
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Euler

Démonstration. Le premier terme du produit est

1 1
—T =2 5
11— =0 2™
Le second est
1 +2°:° 1
1 kx
-5 (=3
et leur produit vaut donc
Z 1
PR 2k1x3k2x

Avec le produit portant sur tous les nombres premiers, on obtient
une et une seule fois chaque n—lx pour n > 1 entier. |
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La relation

(%) —H(l—i)_l

P pX

est la version analytique du théoréeme fondamental de
I’arithmétique !
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Euler

La relation
1 -1
=11 (1 - —X)
p p
est la version analytique du théoréeme fondamental de
I’arithmétique !

La fonction ¢ doit donc certainement contenir de I'information a
propos des nombres premiers.
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Euler

Théoréme (« Euler »).

Pour x>2,0n a

1
Z — >loglogx +C.

p<x
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Euler

Théoréme (« Euler »).

Pour x>2,0n a

1
Z — >loglogx +C.

p<x

Démonstration. On développe

[1 (1— 3)_1 ~"g(1)" = +oo.

p<x p
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Euler

Théoréme (« Euler »).

Pour x>2,0n a

1
Z — >loglogx +C.

p<x

Démonstration. On développe

Ona
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Euler

Théoréme (« Euler »).

Pour x>2,0n a

1
Z — >loglogx +C.

p<x

Démonstration. On développe

p<x p
On a
1\t 1 1
[Tl1-=) = == > —>logx
p<x p n>1,pPr(m=<x " A=x
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Euler

- A g—i-:-}-;—l—ri-n‘"hﬂfc-\--:__, . _
e —=¢ ) ——_I+£+§+i—l—§-—}f- etc.
~Atque confequﬁntcr cmj:/ -
L n+§+?+?+?f+:s+‘?+ eth_

L Sl bl e
iltins ergo feriei fumma erit infinities minor ‘guam 11111}15,
“atque cam hujus fumma fit = /eo erit .
' =+E+- -—l—--g+n-+~ctc. =1 lov,
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Moralité :

Un peu de recul sur la fonction ¢
00000
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[e]e]e}

Euler

Autres types de « théoremes des nombres premiers »
000000
0000000

{(1) = +o0 «— il existe une infinité de nombres premiers.
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Euler

Moralité :
{(1) = +o0 «— il existe une infinité de nombres premiers.

Euler (1747) : «On n'a qu’'a jeter les yeux sur les tables des
nombres premiers, que quelques personnes se sont donné la peine
de continuer au-dela de cent mille : et on s’apercevra d’abord qu’il
n'y regne aucun ordre ni regle. »
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Conjectures : Legendre et Gauss

En 1797-1798, Legendre (1752-1833) observe que

X ™ g x— 1.08366"

et conjecture qu'’il s’agit du bon ordre de grandeur.
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Legendre et Gauss

Gauss (1777-1855) aurait conjecturé a I'age de 15 ans (!) que la
densité des nombres premiers inférieurs a x serait d’environ @,
autrement dit que
X dt
nx)~ | —.
5> logt
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00e00

Legendre et Gauss

Conjecture (Legendre, Gauss).

Ona
X

(X) —_—.

~
x—+0 Jogx
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00e00

Legendre et Gauss

Conjecture (Legendre, Gauss).

Ona
X

(X) —

~ .
X—+00 |Og X

Cela suggere que la probabilité qu’un entier n € [1, N] soit premier
vaut environ 1

logN
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00e00

Legendre et Gauss

Conjecture (Legendre, Gauss).

Ona
X

(X) —

~ .
X—+00 |Og X

Cela suggere que la probabilité qu’un entier n € [1, N] soit premier
vaut environ 1

—_—
logN N—+o

La "probabilité" d’étre premier est nulle !*
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Legendre et Gauss

En utilisant le crible d’Eratosthene, Legendre montre la

Proposition (Formule du crible de Legendre, 1808).

Pour x> 2,o0n a

n)—n(/X)+1= > ud) [fJ

d<x,Pt(d)<v/x d
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Legendre et Gauss

En utilisant le crible d’Eratosthene, Legendre montre la

Proposition (Formule du crible de Legendre, 1808).

Pour x>2,0na

n)—n(/X)+1= > ud) [fJ

d<x,Pt(d)<v/x d

On part des entiers < x, on enleve les multiples < x de 2, de 3, de 5,
on ajoute ceux de 6 (rayés deux fois), etc.
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Legendre et Gauss

Théoréme (de la raréfaction des nombres premiers).

On a
m(Xx) = o(x)
quand x — +0o.
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Legendre et Gauss

Théoréme (de la raréfaction des nombres premiers).

Ona

quand x — +0o.

Les nombres premiers se font de plus en plus rare

dans la liste ordonnée des entiers.
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Premiers résultats : Chebychev

//,l/,~/,,..— AL L1l Vi -

Dans les années 1840-50, Chebychev (1821-1894) s'attaque au
probléme.
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Chebychev

Son apport est de réaliser que

estimer 7(x) < estimer J(x),

Y(x)= > logp.

pm<x
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Chebychev

Son apport est de réaliser que

estimer 7(x) < estimer J(x),

ou
¥(x)= > logp.
pm<x
En particulier
X
m(X) —SYXx) ~ X

~
X—+00 |Og‘x X—+400
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Chebychev

Théoréeme (Chebychev, 1848).

Ona
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Chebychev

Théoréeme (Chebychev, 1848).

Ona x| !
TT(X)10g X TT(X)10g X
Iiminf—931SIimsup—g.
X—+00 X X—+400

En particulier si )JI(TXQ)X admet une limite quand x — +oo, elle

ne peut valoir que 1.
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Chebychev
Théoréme (Chebychev, 1850).

Pour tout x > 2,

X X
0.92— <m(x)<1.11—.
log x log x
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Chebychev

Théoréme (Chebychev, 1850).

Pour tout x > 2,

X X
0.92— <m(x)<1.11—.
log x log x

Corollaire (Postulat de Bertrand, 1845).

Pour tout x > 2, il y a un nombre premier p tel que

X<p<2X.

Démonstration. Pour x > 30 on a

2x X
m(2x) > 0.92 >1.11 > n(x),
log(2x) logx

et on vérifie a la main que c’est vrai pour x < 30.

]
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Le mémoire qui changea tout : Riemann

En 1859, Riemann (1826-1866) publie Uber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grésse (Sur le nombre de
nombres premiers inférieurs a une taille donnée)
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Le mémoire qui changea tout : Riemann

En 1859, Riemann (1826-1866) publie Uber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grésse (Sur le nombre de
nombres premiers inférieurs a une taille donnée) «sur n(x) » quoi...
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Le mémoire qui changea tout : Riemann

En 1859, Riemann (1826-1866) publie Uber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grésse (Sur le nombre de
nombres premiers inférieurs a une taille donnée) «sur n(x) » quoi...

Riemann ressort du placard la fonction ¢ d’Euler, et I'étudie de
maniére poussée comme fonction de la variable complexe s.
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Riemann

Bei dieser Untersuchung diente mir als Ausgangspunkt die von
Euler gemachte Bemerkung, dass das Product

P
wenn fiir p alle Primzahlen, fiir » alle ganzen Zahlen gesetat werden.
Die Function der complexen Veriinderlichen s, welche durch diese
beiden Ausdriicke, so lange sie convergiren, dargestellt wird, bezeichne
ich durch £(s). Beide convergiren nur, so lange der reelle Theil von
s grosser als 1 ist; es liisst sich indess leicht ein immer giiltig blei-
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Riemann

Théoreme (Riemann, 1859).

i) La fonction

est holomorphe sur Q7 := {s € C | Re(s) > 1}.
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Riemann

Théoreme (Riemann, 1859).

i) La fonction

est holomorphe sur Q7 := {s € C | Re(s) > 1}.

ii) Cette fonction admet un prolongement méromorphe a C
tout entier, avec un unique pole, simple, en 1, de résidu
1.
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Riemann

Théoreme (Riemann, 1859).

i) La fonction

est holomorphe sur Q7 := {s € C | Re(s) > 1}.

ii) Cette fonction admet un prolongement méromorphe a C

tout entier, avec un unique poéle, simple, en 1, de résidu
1.

iii) Elle satisfait I’équation fonctionnelle

&(s)=&(1—5s)

5(5) =21 () ¢(o)
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Riemann

Riemann continue sur sa lancée, et obtient une formule exacte

pour m(x), faisant apparaitre des harmoniques de cette fonction,
dépendant des zéros de la fonction g.
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Riemann

Riemann continue sur sa lancée, et obtient une formule exacte
pour m(x), faisant apparaitre des harmoniques de cette fonction,
dépendant des zéros de la fonction g.

Cependant :
i) Le style est expéditif (8 pages!), difficile a lire.
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Riemann

Riemann continue sur sa lancée, et obtient une formule exacte
pour m(x), faisant apparaitre des harmoniques de cette fonction,
dépendant des zéros de la fonction g.

Cependant :
i) Le style est expéditif (8 pages!), difficile a lire.

ii) Tout n’est pas démontré (notamment une certaine
hypothese*...) et certains passages contiennent des erreurs.
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Riemann

Riemann continue sur sa lancée, et obtient une formule exacte
pour m(x), faisant apparaitre des harmoniques de cette fonction,
dépendant des zéros de la fonction g.

Cependant :
i) Le style est expéditif (8 pages!), difficile a lire.
ii) Tout n’est pas démontré (notamment une certaine
hypothese*...) et certains passages contiennent des erreurs.

iii) Riemann ne parvient pas, malgré sa formule exacte, a obtenir
le TNP.
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Riemann

Riemann continue sur sa lancée, et obtient une formule exacte
pour m(x), faisant apparaitre des harmoniques de cette fonction,
dépendant des zéros de la fonction g.

Cependant :
i) Le style est expéditif (8 pages!), difficile a lire.

ii) Tout n’est pas démontré (notamment une certaine
hypothese*...) et certains passages contiennent des erreurs.

iii) Riemann ne parvient pas, malgré sa formule exacte, a obtenir
le TNP.

* «[...]il est tres probable que toutes les racines sont réelles. Il
serait a désirer, sans doute, que I’'on et une démonstration
rigoureuse de cette proposition; néanmoins j’ai laissé cette
recherche de c6té pour le moment apres quelques rapides essais
infructueux, car elle parait superflue pour le but immédiat de mon
étude. »
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La démonstration : Hadamard et de la Vallée-Poussin

O T S

Hadamard de la Vallée-Poussin
(1865-1963) (1866-1962)
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Hadamard et de la Vallée-Poussin

Théoreme (Hadamard, de la Vallée-Poussin, 1896).

Pourt e R* on a

Z(1+it) £0.
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Hadamard et de la Vallée-Poussin

Théoreme (Hadamard, de la Vallée-Poussin, 1896).

Pourt e R* on a

Z(1+it) £0.

Corollaire (Théoreme des nombres premiers, 1896).

Ona
X

m(x) —

(X .
X——+00 |Og X
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Plan

Un peu de recul sur la fonction ¢
Le lien avec les zéros
Régions sans zéros
L'hypothese de Riemann

Autres types de « théoremes des nombres premiers »
000000
0000000
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La formule exacte de Riemann

Théoreme (Riemann, 1859).

Pour x>2,0n a

f(x) = Ii(x)—ZIi(xp)+J.
0

R | du

————log?2,
u2—1ulogu s

X

ou la somme porte sur tous les zéros de Z, ou

li(x) = ’ i

o logt

et ou £ o/
fx)=>. —

n=1

Autres types de « théoremes des nombres premiers »
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Ou sont mes zéros?

i) On a &(s) £ 0 pour FRe(s) > 1 (produit eulérien).
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Ou sont mes zéros?

i) On a &(s) £ 0 pour FRe(s) > 1 (produit eulérien).
i) Al'aide de
s

tous les —2n avec n € N sont des zéros simples de ¢ (zéros
triviaux).
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Ou sont mes zéros?

i) On a &(s) £ 0 pour FRe(s) > 1 (produit eulérien).
i) Al'aide de
n—S/Zr(f

1-s
_ (s—=1)/2 _
2)C(s)—n r( > )C(l s),

tous les —2n avec n € N sont des zéros simples de ¢ (zéros
triviaux).

iii) Les autres zéros vérifient 0 < Re(s) < 1 (zéros non triviaux).
iv) Si p est un zéro non trivial, alors p, 1 — p et 1 —p aussi.
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Ou sont mes zéros?

i) On a &(s) £ 0 pour FRe(s) > 1 (produit eulérien).
i) Al'aide de
T[—S/Zr(f

1-s
_ (s—=1)/2 _
2)C(s)—n r( > )C(l s),

tous les —2n avec n € N sont des zéros simples de ¢ (zéros
triviaux).

iii) Les autres zéros vérifient 0 < Re(s) < 1 (zéros non triviaux).
iv) Si p est un zéro non trivial, alors p, 1 — p et 1 —p aussi.

Riemann avait calculé les quelques premiers zéros :
3+i14,03..., 3 +i21,02... et 5 +i25,01...
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La mélodie des nombres premiers...
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Pour y voir plus clair

Pour x>2,0na

1 2-+ico ’ s
Yo(X) === clo)x

20 oo C(S) S
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Pour y voir plus clair

Pourx>2,0na

Yo(x) = i

—ico ¢(s) ?

1 2-+ico 7(s) x5
J ¢'(s) ds
2

Par la magie des intégrales curvilignes et le théoréme des résidus
(% a des pbles en chaque zéro et pble de ), on obtient

1

0
Yo(x)=x— >, X——Iog(2n)—5

p non trivial

1
log (1— )7) (Von Mangoldt, 1895).
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Pour y voir plus clair

Pourx>2,0na

Yo(x) = i

—ico ¢(s) ?

1 2-+ico 7(s) x5
J ¢'(s) ds
2

Par la magie des intégrales curvilignes et le théoréme des résidus

(% a des pdles en chaque zéro et pdle de ), on obtient

xP 1

Yo(x)=x— >, ——log(2m)—>

p non trivial

1
log (1— )7) (Von Mangoldt, 1895).

Comme |xP| = x®¢(P), les parties réelles des zéros non triviaux
régissent I’'amplitude des harmoniques de la fonction ¢!



Un peu de recul sur la fonction ¢
0000e®

Mélodie : le retour
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Régions sans zéros
Notons 0 = Re(s) et t = Im(s).

i) Hadamard, de la Vallée-Poussin (1896) : {(s) #0 pour o =1 et
t£0
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Régions sans zéros
Notons 0 = Re(s) et t = Im(s).

i) Hadamard, de la Vallée-Poussin (1896) : {(s) #0 pour o =1 et
t£0
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Régions sans zéros
Notons 0 = Re(s) et t = Im(s).
i) Hadamard, de la Vallée-Poussin (1896) : {(s) #0 pour o =1 et
t#£0
= T(X) oo li(x).

ii) de la Vallée-Poussin (1899) : {(s) #0 pourc>1— W
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Régions sans zéros
Notons 0 = Re(s) et t = Im(s).

i) Hadamard, de la Vallée-Poussin (1896) : {(s) #0 pour o =1 et
t£0
= T(X) oo li(x).

ii) de la Vallée-Poussin (1899) : {(s) #0 pourc>1— W

= 11(x) = li(x) + O(x exp(—c+y/log x)).
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Régions sans zéros
Notons 0 = Re(s) et t = Im(s).

i) Hadamard, de la Vallée-Poussin (1896) : {(s) #0 pour o =1 et
t£0
= T(X) oo li(x).

ii) de la Vallée-Poussin (1899) : {(s) #0 pourc>1— W

= 11(x) = li(x) + O(x exp(—c+y/log x)).

iii) Korobov, Vlnogradov (1958) : ¢(s) # 0 pour
o>1—

(log(ltl+2))2/3(l09log(ltl+2))1/3
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Régions sans zéros
Notons 0 = Re(s) et t = Im(s).

i) Hadamard, de la Vallée-Poussin (1896) : {(s) #0 pour o =1 et
t£0

= 1(x) oo li(x).

ii) de la Vallée-Poussin (1899) : {(s) #0 pourc>1— W

= 11(x) = li(x) + O(x exp(—c+y/log x)).

iii) Korobov, Vlnogradov (1958) : ¢(s) # 0 pour
oz1- (log(ltl+2))2/3(lo<.11log(ltl+2))1/3

3/5
= n(x) =li(x)+ 0 (xexp (—c((IOL)) .

log log x)1/>

iv) On ne connait aucune région sans zéro de la forme o0>1—6
avec 6 > 0.



Le théoreme des nombres premiers

Un peu de recul sur la fonction ¢ Autres types de « théoremes des nombres premiers »
00000 00000 000000
00000000 oe 0000000
00000 000
0000
0000
oo

Régions sans zéros

i
N)
yel
?
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L’hypothese de Riemann

A cause de la symétrie par rapport a la droite critique
(Z(p) =0 < ¢(1—p) =0 pour p dans la bande critique), le mieux

que I'on puisse espérer est que les amplitudes des "harmoniques"
soient x1/2.
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L’hypothese de Riemann

A cause de la symétrie par rapport a la droite critique
(Z(p) =0 < ¢(1—p) =0 pour p dans la bande critique), le mieux

que I'on puisse espérer est que les amplitudes des "harmoniques"
soient x1/2.

Hypothése de Riemann

Pour tout zéro non trivial p de ¢, on a

1
Re(p) = 5
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L’hypothese de Riemann

Théoreme (Schoenflies, 1976).

L'hypothese de Riemann est équivalente a I'estimation

|m(x) — li(x)| < #XW log(x).
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L’hypothese de Riemann

Théoreme (Schoenflies, 1976).

L'hypothese de Riemann est équivalente a I'estimation

|m(x) — li(x)| < #xlﬁ log(x).

On sait que mt(x)— li(x) n"est pas O(x?logloglog x) (Littlewood,
1914) donc on ne peut guere espérer mieux.
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Ce que I'on sait

i) Riemann (1859) : Les 3 premiers zéros de  ont pour partie
réelle %
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Ce que I'on sait

i) Riemann (1859) : Les 3 premiers zéros de  ont pour partie
réelle %

ii) Hardy (1912) : ¢ admet une infinité de zéros de partie réelle %
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Ce que I'on sait

i) Riemann (1859) : Les 3 premiers zéros de  ont pour partie
4 1
reelle 5.
ii) Hardy (1912) : ¢ admet une infinité de zéros de partie réelle %
iii) Conrey (1989) : Au moins 40% des zéros de ¢ ont pour partie
4 1
reelle 5.
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Ce que I'on sait

i) Riemann (1859) : Les 3 premiers zéros de  ont pour partie

4 1
reelle 5.

ii) Hardy (1912) : ¢ admet une infinité de zéros de partie réelle %

iii) Conrey (1989) : Au moins 40% des zéros de ¢ ont pour partie
réelle 3.

iv) Gourdon, Demichel (2004) : Les 1013 premiers zéros de ¢ ont
pour partie réelle %
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Ce que I'on sait

i) Riemann (1859) : Les 3 premiers zéros de  ont pour partie
4 1
reelle 5.
ii) Hardy (1912) : ¢ admet une infinité de zéros de partie réelle %
iii) Conrey (1989) : Au moins 40% des zéros de ¢ ont pour partie
4 1
reelle 5.
iv) Gourdon, Demichel (2004) : Les 1013 premiers zéros de ¢ ont
pour partie réelle %
v) Atiyah (2018)
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Ce que I'on sait

i) Riemann (1859) : Les 3 premiers zéros de  ont pour partie
4 1
reelle 5.
ii) Hardy (1912) : ¢ admet une infinité de zéros de partie réelle %
iii) Conrey (1989) : Au moins 40% des zéros de ¢ ont pour partie
4 1
reelle 5.
iv) Gourdon, Demichel (2004) : Les 1013 premiers zéros de ¢ ont
pour partie réelle %
v) Atiyah (2018) : rien!
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Plan

Autres types de « théoremes des nombres premiers »
Nombres premiers en progressions arithmétiques
Courses de nombres premiers
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Autre question : la répartition des nombres premiers en
progressions arithmétiques.
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Autre question : la répartition des nombres premiers en
progressions arithmétiques.

La stratégie d’Euclide permet de montrer qu'il y a une infinité de
nombres premiers de la forme 4n+3,ne Z :

4p1...pk—1.



Le théoréme des nombres premiers Un peu de recul sur la fonction ¢ Autres types de « théoremes des nombres premiers »

00000 00000 ®00000
00000000 (e]e} 0000000
00000 [e]e]e}

0000
0000
[e]e]

Nombres premiers en progressions arithmétiques

Autre question : la répartition des nombres premiers en
progressions arithmétiques.

La stratégie d’Euclide permet de montrer qu'il y a une infinité de
nombres premiers de la forme 4n+3,ne Z :

4p1...pk—1.

En cherchant un peu, on peut faire la méme chose avec 4n+1 :

4(p1...pk)% +1.
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Nombres premiers en progressions arithmétiques
Autre question : la répartition des nombres premiers en
progressions arithmétiques.

La stratégie d’Euclide permet de montrer qu'il y a une infinité de
nombres premiers de la forme 4n+3,ne Z :

4p1...pk—1.

En cherchant un peu, on peut faire la méme chose avec 4n+1 :

4(p1...pk)% +1.

Question : quand peut-on avoir une infinité de nombres premiers
delaformea+qn,nezZ?
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Condition nécessaire : a et g premiers entre eux.
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Condition nécessaire : a et g premiers entre eux.

Théoréme (Schur 1912, Ram Murty, 1988).

Soient a, g € Z premiers entre eux. Il existe une « preuve eu-
clidienne » de I'existence d'une infinité de nombres premiers
de la forme a+qgn, n € Z si et seulement si a2 =1 mod q.
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Condition nécessaire : a et g premiers entre eux.

Théoréme (Schur 1912, Ram Murty, 1988).

Soient a, g € Z premiers entre eux. Il existe une « preuve eu-
clidienne » de I'existence d'une infinité de nombres premiers
de la forme a+qgn, n € Z si et seulement si a2 =1 mod q.
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Théoreme (Dirichlet, 1837).

Soient a, q € Z premiers entre eux. Alors pour x > 1,

>, L :ilog(i)juou).

p=amodq P’ Q) x—1
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Théoreme (Dirichlet, 1837).

Soient a, q € Z premiers entre eux. Alors pour x > 1,

>, ;% _ log (i) +0(1).

p=a mod g (p(q) x—1

Corollaire (théoreme de la progression arithmétique).

Soient a, g € Z premiers entre eux. Alors il existe une infinité
de nombres premiers de la forme a+qn,n € Z.
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Nombres premiers en progressions arithmétiques
Ingrédients :

i) Les caractéres de Dirichlet, morphismes x : (2/qZ)* — C*.
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Nombres premiers en progressions arithmétiques
Ingrédients :

i) Les caractéres de Dirichlet, morphismes x : (2/qZ)* — C*.
i) Les relations d’orthogonalité qui donnent

T¢a mo k)= k
{a mod g3 (K) <°(q)mequ(a)X()
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Ingrédients :

i) Les caractéres de Dirichlet, morphismes x : (2/qZ)* — C*.
i) Les relations d’orthogonalité qui donnent

T¢a mo k)= k
{a mod g3 (K) <°(q)xmzqu(a)X()

iii) Les fonctions L de Dirichlet,

L(s,x)=
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Ingrédients :

i) Les caractéres de Dirichlet, morphismes x : (2/qZ)* — C*.
i) Les relations d’orthogonalité qui donnent

T{a mo k)= k
{a mod g3 (K) <°(q)xmzqu(aX()

iii) Les fonctions L de Dirichlet,

L(s,x)=

iv) Laclé: L(1, xo) =+ et L(1, x) # 0 pour X # Xo (xo étant le
caractere trivial).
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Théoreme (de la Vallée-Poussin, 1899).

Pour a, g € Z premiers entre eux on a

I|(x)

n(x,qg,a) = Gl —— 4+ Og(xexp(—c+/logx)).
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Théoreme (de la Vallée-Poussin, 1899).

Pour a, g € Z premiers entre eux on a
I|(x)

n(x,qg,a) = Gl —— 4+ Og(xexp(—c+/logx)).

Théoréeme (Siegel, Walfisz, 1936).

Pour a, g € Z premiers entre eux et g < (logx)V, on a

n(x,qg,a) = % + O(xexp(—cny/10g x)).
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Théoreme (Green, Tao, 2004).

Pour tout entier k > 1, il existe une progression arithmétique
de longueur k dans I'ensemble des nombres premiers.
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Nombres premiers en progressions arithmétiques

Théoreme (Green, Tao, 2004).

Pour tout entier k > 1, il existe une progression arithmétique
de longueur k dans I'ensemble des nombres premiers.

En pratique, la progression connue la plus longue est de 26 termes :
43142746595714191+n(2x3x5x7x11x13x17x19%x23%x23681770),

0<n<25.
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Courses de nombres premiers

Une conséquence du théoreme des nombres premiers en
progressions arithmétiques : les nombres premiers sont bien
répartis asymptotiquement dans les classes inversibles modulo q.
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Courses de nombres premiers

Une conséquence du théoreme des nombres premiers en
progressions arithmétiques : les nombres premiers sont bien
répartis asymptotiquement dans les classes inversibles modulo q.

En 1853, Chebychev écrit dans une lettre a Fuss qu'’il semble qu’on
ait toujours
n(x,4,3) > n(x, 4,1).
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Courses de nombres premiers

Une conséquence du théoreme des nombres premiers en
progressions arithmétiques : les nombres premiers sont bien
répartis asymptotiquement dans les classes inversibles modulo q.

En 1853, Chebychev écrit dans une lettre a Fuss qu'’il semble qu’on

ait toujours
n(x,4,3) > n(x, 4,1).

Il prétend méme que

Z(—l)p%le‘px — —00.
P

x—0
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Courses de nombres premiers
Problémes :

i) Chebychev n’a pas regardé assez loin : en dessous de 26861,
on a plusde p=1 mod 4 que de p =3 mod 4.



Le théoreme des nombres premiers Un peu de recul sur la fonction ¢ Autres types de « théoremes des nombres premiers »

00000 00000 000000
00000000 [e]e] 000000
00000 000
0000
Courses de nombres premiers
Problémes :

i) Chebychev n’a pas regardé assez loin : en dessous de 26861,
on a plusde p=1 mod 4 que de p =3 mod 4.

ii) Pire, m(x, 4, 3)— m(x, 4, 1) change de signe une infinité de fois
(Littlewood, 1914).
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Courses de nombres premiers
Problémes :

i) Chebychev n’a pas regardé assez loin : en dessous de 26861,
on a plusde p=1 mod 4 que de p =3 mod 4.

ii) Pire, m(x, 4, 3)— m(x, 4, 1) change de signe une infinité de fois
(Littlewood, 1914).

iii) L'assertion sur la somme est équivalente a I’hypothése de
Riemann pour L(s, X4)...
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Courses de nombres premiers

Cependant, les nombres premiers ont quand méme une tendance a
étre plus souvent 3 mod 4 que 1 mod 4.



Le théoréme des nombres premiers Un peu de recul sur la fonction ¢ Autres types de « théoremes des nombres premiers »
00000 00000 000000

00000000 00 0000000
00000 000

0000

0000

oo

Courses de nombres premiers

Cependant, les nombres premiers ont quand méme une tendance a
étre plus souvent 3 mod 4 que 1 mod 4.

Pour quantifier cette tendance (biais de Chebychev), on voudrait
« mesurer »

Pa31={x=2|n(x,4,3)>mn(x,41)}



Le théoréme des nombres premiers Un peu de recul sur la fonction ¢ Autres types de « théoremes des nombres premiers »

00000 00000 000000
00000000 (e]e} 00e0000
00000 [e]e]e}

0000

0000
[e]e]

Courses de nombres premiers

Cependant, les nombres premiers ont quand méme une tendance a
étre plus souvent 3 mod 4 que 1 mod 4.

Pour quantifier cette tendance (biais de Chebychev), on voudrait
« mesurer »

Pa31={x=2|n(x,4,3)>mn(x,41)}

Une notion naturelle de taille serait la densité naturelle

| Paz1n]0, ]|
im ——,

X—+400 X

mais elle n'existe pas (Wintner, 1941).
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Courses de nombres premiers
Définition.

La densité logarithmique d’un borélien A de RT est, quand
elle existe,
1) = |lim —1 X1]4 t —t
A i .
(A) x=+% logx J, ) t

i
N
yel
?
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Courses de nombres premiers

Définition.

La densité logarithmique d’un borélien A de R* est, quand
elle existe,
6(A li ! X1] t at
= lim —— =
“) x—+ logx J, Al t

Théoreme (Rubinstein, Sarnak, 1994).

Supposons I'hypothése de Riemann pour toutes les fonctions
L de Dirichlet modulo 4, et que les parties imaginaires des
zéros non triviaux de ces fonctions sont linéairement indé-
pendants sur Q. Alors §(P4.3,1) existe et vaut

~ 0,9959...
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Courses de nombres premiers
Ingrédients :

i) Formules exactes

>0

m(x, 4,3)—m(x, 4,1

ﬁ/logx, g )=|\/{1}|—|«/{3}|
1
+ZX(1 )((321 ( )

w2t YX logx
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Courses de nombres premiers
Ingrédients :

i) Formules exactes

>0

m(x, 4,3)—m(x, 4,1

+ > x(1)=—x(3) E X +O( )
E .
x(1)—x rx

Yx i log x

ii) Un résultat d’équirépartition (Kronecker-Weyl) pour les x/¥x
grace a l'indépendance linéaire des yy.
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Courses de nombres premiers

Ingrédients :
i) Formules exactes

>0

=[v {1} =V {3}
xx 1
+ > x(1)—x(3) +O( )
Z( (szx

= 5 log x

m(x,4,3)—mn(x,4,1)
Vx/logx

ii) Un résultat d’équirépartition (Kronecker-Weyl) pour les x/¥x
grace a l'indépendance linéaire des yy.

iii) Existence d’'une mesure de probabilité pa.3,1 telle que
6(Pa4;3,1) = H4;3,1([0, +0[).
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Courses de nombres premiers

Ingrédients :
i) Formules exactes

>0

=[v {1} =V {3}
xx 1
+ > x(1)—x(3) +O( )
Z( (szx

= 5 log x

m(x,4,3)—mn(x,4,1)
Vx/logx

ii) Un résultat d’équirépartition (Kronecker-Weyl) pour les x/¥x
grace a l'indépendance linéaire des yy.

iii) Existence d’'une mesure de probabilité pa.3,1 telle que
6(Pa;3,1) = Ha;3,1([0, +00]).
iv) Etude de la transformée de Fourier de p4;31.



Le théoreme des nombres premiers

Un peu de recul sur la fonction ¢ Autres types de « théoremes des nombres premiers »
00000 00000 000000
00000000 00 0000000
00000 000
0000
0000
oo

Courses de nombres premiers

log x

Source : Daniel Fiorilli, Graphe de me.4,3)-n(e’,4,1)

2y ,ﬁ104 <y<108
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Courses de nombres premiers

Le biais de Chebychev est quantifié : « 99% du temps », les
nombres premiers valant 3 mod 4 sont en téte dans la course
contre les nombres premiers valant 1 mod 4.
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Courses de nombres premiers

Le biais de Chebychev est quantifié : « 99% du temps », les
nombres premiers valant 3 mod 4 sont en téte dans la course
contre les nombres premiers valant 1 mod 4.

4,3 et 1 n'ont rien de particulier, et ils démontrent que pour
q,a,b € Z avec g premier avec a, b, 5(Pq;a,p) existe toujours et que

0 < 6(Pq;a,b) < 1
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Courses de nombres premiers

Le biais de Chebychev est quantifié : « 99% du temps », les
nombres premiers valant 3 mod 4 sont en téte dans la course
contre les nombres premiers valant 1 mod 4.

4,3 et 1 n'ont rien de particulier, et ils démontrent que pour
q,a,b € Z avec g premier avec a, b, 5(Pq;a,p) existe toujours et que

0 < 6(Pq;a,b) < 1

Si a et b sont simultanément des carrés ou non mod g alors
6(Pga,b) = % (pas de biais de Chebychev).
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Courses de nombres premiers

Le biais de Chebychev est quantifié : « 99% du temps », les
nombres premiers valant 3 mod 4 sont en téte dans la course
contre les nombres premiers valant 1 mod 4.

4,3 et 1 n'ont rien de particulier, et ils démontrent que pour
q,a,b € Z avec g premier avec a, b, 5(Pq;a,p) existe toujours et que

0 < 6(Pq;a,b) < 1

Si a et b sont simultanément des carrés ou non mod g alors
6(Pga,b) = % (pas de biais de Chebychev).

8(P3,2,1) ~ 0.9990..., §(Pr(x) vs lix)) & 0.00000026..
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Merci de votre attention

et vive les nombres premiers!
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