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Un peu d’histoire

Soient p1, ..., pr des nombres premiers. Les facteurs premiers de

.
N=]]pi+1
i=1

ne peuvent étre parmi les p;.
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Un peu d’histoire

Soient p1, ..., pr des nombres premiers. Les facteurs premiers de

.
N=]]pi+1
i=1

ne peuvent étre parmi les p;.

Par conséquent, il existe une infinité de nombres premiers !
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Un peu d’histoire

On peut faire un peu mieux. On prend p1, .

., pr des nombres
premiers congrus a 5 modulo 6.
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Un peu d’histoire

On peut faire un peu mieux. On prend p1, ..., pr des nombres
premiers congrus a 5 modulo 6.
Alors les facteurs premiers de

r

N=6]]pi—1

i=1

ne peuvent étre ni 2, ni parmi les pj, et I'un d’eux est congru a 5
modulo 6 (sinon on aurait N = 1[6]).
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Un peu d’histoire

On peut faire un peu mieux. On prend p1, ..., pr des nombres
premiers congrus a 5 modulo 6.
Alors les facteurs premiers de

r

N=6]]pi—1

i=1

ne peuvent étre ni 2, ni parmi les pj, et I'un d’eux est congru a 5
modulo 6 (sinon on aurait N = 1[6]).

Donc il existe une infinité de nombres premiers p = 5[6].
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Un peu d’histoire

Un dernier ? Soient p1, ..

., pr des nombres premiers congrus a 1
modulo 4.
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Un peu d’histoire

Un dernier ? Soient p1, ..., pr des nombres premiers congrus a 1
modulo 4.

Alors les facteurs premiers de
;
N=4]]p? +1
=1

ne sont ni 2, ni I'un des p; et sont congrus a 1 modulo 4, car —1 est
un carré modulo N.
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Un peu d’histoire

Un dernier ? Soient p1, ..., pr des nombres premiers congrus a 1
modulo 4.

Alors les facteurs premiers de
;
N=4]]p? +1
=1

ne sont ni 2, ni I'un des p; et sont congrus a 1 modulo 4, car —1 est
un carré modulo N.

Et donc il existe une infinité de nombres premiers p = 1[4].
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Un peu d’histoire

En I'absence d’obstruction évidente*, il semble exister une infinité
de nombres premiers dans la progression arithmétique
{gez qg=a[m]}={a+km,keZ}.
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Un peu d’histoire

En I'absence d’obstruction évidente*, il semble exister une infinité
de nombres premiers dans la progression arithmétique
{gez qg=a[m]}={a+km,keZ}.

En faiton ale

Théoreme (de Dirichlet, 1838)

Soient a et m deux entiers premiers entre eux. Alors il existe une
infinité de nombres premiers de la forme a+mn, n € N.
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La démonstration de Dirichlet

On fixe m e N*. On va commencer par montrer le résultat pour
a=1.
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La démonstration de Dirichlet

On fixe m e N*. On va commencer par montrer le résultat pour
a=1.

Dirichlet introduit ses fameux caractéres : les morphismes de
groupes x : (Z/mz)* — C*.
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La démonstration de Dirichlet

On fixe m e N*. On va commencer par montrer le résultat pour
a=1.

Dirichlet introduit ses fameux caractéres : les morphismes de
groupes x : (Z/mz)* — C*.

Exemples : le caractere principal xo qui prend uniquement la valeur
1, ou encore le symbole de Jacobi (), d’ordre 2.
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La démonstration de Dirichlet

Rappelons que

(Z/mZ)* ~(2/mZ)*.
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La démonstration de Dirichlet

Rappelons que

(Z/mZ)* ~(2/mZ)*.

Donc il y a ¢(m) caractéres modulo m, et on a les relations
d’orthogonalité

@(m) si X = Xo
Z x(9)= { 0 sinon
ge(z/mz)*
et

p(m)sig=1
%:X(g):{ 0 sinon.
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La démonstration de Dirichlet
On étend tous ces caractéres a Z, en décrétant que x(n) =0 si
(m, n) £ 1. Par exemple

lsi(mn)=1
Xo(n) = { 0 sinon.
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La démonstration de Dirichlet
On étend tous ces caractéres a Z, en décrétant que x(n) =0 si
(m, n) £ 1. Par exemple

lsi(mn)=1
Xo(n) = { 0 sinon.

On introduit alors les fameuses séries L de Dirichlet :

+00
L5 = X0

S
n= N
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La démonstration de Dirichlet
On étend tous ces caractéres a Z, en décrétant que x(n) =0 si
(m, n) £ 1. Par exemple

lsi(mn)=1
Xo(n) :{ 0 sinon.

On introduit alors les fameuses séries L de Dirichlet :

+00
L5 = X0

S
=1 N
Proposition

Si X # Xo, la fonction L(x, .) est holomorphe sur {s € C,Re(s) > 0} et
L(xo., .) est holomorphe sur {s € C,Re(s) > 1}.
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La démonstration de Dirichlet
On étend tous ces caractéres a Z, en décrétant que x(n) =0 si
(m, n) £ 1. Par exemple

lsi(mn)=1
Xo(n) :{ 0 sinon.

On introduit alors les fameuses séries L de Dirichlet :

+00
L5 = X0

S
n= N

Proposition

Si X # Xo, la fonction L(x, .) est holomorphe sur {s € C,Re(s) > 0} et
L(xo., .) est holomorphe sur {s € C,Re(s) > 1}.

Proposition (Produits eulériens)
Pour Re(s) > 1 et x un caractere, on a

Lo s) -] (1_ x(p) )‘1.

p p®
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La démonstration de Dirichlet

Les choses se mettent en place ! Des développements en produits
eulériens, on déduit que

1\71 1
L(XO:S):l_[(l——S) :C(s)l_[(l——s)
pfm p plm p

d’ol L(Xo,.) se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec un
unique péle (simple) en 1,
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La démonstration de Dirichlet

Les choses se mettent en place ! Des développements en produits
eulériens, on déduit que

Lixo.s)=] [ (1— i)_l -¢s)[ ] (1 - i)

plm p? pim p?

d’ol L(Xo,.) se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec un
unique péle (simple) en 1, et que

log(L(x 5) = X;’f ) o)

D

pour Re(s) > 1 et tout caractere .

Le théoreme de Tchebotarev
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La démonstration de Dirichlet

En sommant, on trouve

D log(L(x.s) =,
X

D

Q| -

- > Xx(p)+0(1),
X

et la magie opere :

Le théoreme de Tchebotarev
000

[e]e]e}
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Le théoreme de la progression arithmétique

Le théoreme de Tchebotarev
0000 000
0000e0 [e]e]e}
(e]e}

La démonstration de Dirichlet

En sommant, on trouve

1
Zlog XS):Z_ZX )+0(1),

S
p P X

et la magie opere :

1
Dilog(L(x.s) =e(m) >, —+0(1)
X

p=1 mod m
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La démonstration de Dirichlet

En sommant, on trouve

1
Zlog XS):Z_ZX )+0(1),

S
p P X

et la magie opere :

1
Dilog(L(x.s) =e(m) >, —+0(1)
X

p=1 mod m

Le théoreme de Tchebotarev
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Si la quantité a gauche tend vers +o quand s — 1, celle de droite
aussi, et il existe donc une infinité de nombres premiers p =1 mod

m!
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La démonstration de Dirichlet

Mais comme
2.109(L(x, 5)) = log (]_[L(x, s)),
X X

il suffit de montrer que les L(), .) pour X # xo ne s'annulent pas en 1
(c’est-a-dire ne compensent pas le pdle de L(xo, .)).
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La démonstration de Dirichlet

Mais comme
2.109(L(x, 5)) = log (]_[L(x, s)),
X X

il suffit de montrer que les L(), .) pour X # xo ne s'annulent pas en 1
(c’est-a-dire ne compensent pas le pdle de L(xo, .)).

C'est de loin I'étape la plus dure...



Le théoreme de la progression arithmétique Le théoreme de Tchebotarev

0000 )
0O0000e [e]e]e}

La démonstration de Dirichlet

Mais comme
2.109(L(x, 5)) = log (]_[L(x, s)),
X X

il suffit de montrer que les L(), .) pour X # xo ne s'annulent pas en 1
(c’est-a-dire ne compensent pas le pdle de L(xo, .)).

C'est de loin I'étape la plus dure...

Au final on obtient le théoréme de Dirichlet pour a =1, et le cas
général se démontre de maniere similaire en considérant

_ 1
D x@log(L(x.s)=@(m) >, —+0(1).
X

p=a mod m P
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Un peu de théorie algébrique des nombres

Un corps de nombres K est une extension finie (donc algébrique) de

Q.
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Un peu de théorie algébrique des nombres
Un corps de nombres K est une extension finie (donc algébrique) de
Q.

L’anneau des entiers de K est Ox = {x € K, x est entier sur Z}. C'est
un anneau de Dedekind :
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Un peu de théorie algébrique des nombres

Un corps de nombres K est une extension finie (donc algébrique) de

Q.

L’anneau des entiers de K est Ox = {x € K, x est entier sur Z}. C'est
un anneau de Dedekind :

Théoreme ("Théoreme fondamental de I'arithmétique pour
les idéaux")

Tout idéal non nul | ¢ Ox se décompose de maniére unique (a
I'ordre prés) sous la forme

| = ]L[ Py
i=1

ou les P;j sont des idéaux premiers.
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Un peu de théorie algébrique des nombres

On suppose maintenant K/Q galoisienne, et | = pOk avec p un
nombre premier.
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Un peu de théorie algébrique des nombres

On suppose maintenant K/Q galoisienne, et | = pOk avec p un
nombre premier. Alors Gal(K/Q) agit transitivement sur les idéaux
P; au-dessus de | et les exposants e;j sont tous les mémes.
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Un peu de théorie algébrique des nombres

On suppose maintenant K/Q galoisienne, et | = pOk avec p un
nombre premier. Alors Gal(K/Q) agit transitivement sur les idéaux
P; au-dessus de | et les exposants e;j sont tous les mémes.

Exemples : (2) = (2 + ¥/6)? dans O 5 = Z[V6].
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Un peu de théorie algébrique des nombres

On suppose maintenant K/Q galoisienne, et | = pOk avec p un
nombre premier. Alors Gal(K/Q) agit transitivement sur les idéaux
P; au-dessus de | et les exposants e;j sont tous les mémes.

Exemples : (2) = (2 + ¥/6)? dans O 5 = Z[V6].

(p) = (1—¢p)P~L dans Oq(z,) = Z[Gp]- p nombre premier, {p racine
p-ieme de I'unité)
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Un peu de théorie algébrique des nombres

Si de plus p est non ramifié* dans K, alors chaque P | p induit un
élément de Gal(K/Q), noté Frobp, tel que

Frobp(x) = xP mod P.
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Un peu de théorie algébrique des nombres

Si de plus p est non ramifié* dans K, alors chaque P | p induit un
élément de Gal(K/Q), noté Frobp, tel que

Frobp(x) = xP mod P.

Ces morphismes sont tous conjugués dans Gal(K/Q). On appelle
Frobp la classe de conjugaison associée (ou encore (p, K/Q),
symbole d’Artin).
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Le théoréme de Tchebotarev

Théoreme (Tchebotarev, 1922)

Soit K/Q corps de nombres galoisien et C une classe de conjugaison
de G = Gal(K/Q). Alors

[{p < x, p non ramifié, Frobp = C}| IC
[{p < x} x—+o0 |G|’
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Le théoréme de Tchebotarev

Avec le théoreme de Tchebotarev, on peut montrer, entre autres,
les résultats suivants :
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Le théoréme de Tchebotarev

Avec le théoreme de Tchebotarev, on peut montrer, entre autres,
les résultats suivants :

Théoréme (Frobenius, 1880)
Soit f un polynéme unitaire a coefficients dans 7 de degré n > 1.
On identifie son groupe de Galois a G c &,. La densité des nombres

premiers p tels que f mod p soit de type (n1,...,n,) est égal a %
ou T est I'ensemble des permutations de type (n1,...,n;) dans G.
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Le théoréme de Tchebotarev

Un autre exemple :

Théoreme
Soit f un polynébme unitaire a coefficients dans Z de degré n > 1. La
densité des nombres premiers tels que f mod p n’admette pas de

racine dans Fp est supérieure a %
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Le théoréme de Tchebotarev

Un autre exemple :

Théoreme

Soit f un polynébme unitaire a coefficients dans Z de degré n > 1. La
densité des nombres premiers tels que f mod p n’admette pas de
racine dans Fp est supérieure a %

On peut également s’en servir pour étudier le groupe de Galois de
polynémes, ou encore les valeurs premieres de formes
quadratiques. Mais on peut aussi retrouver le théoreme de
Dirichlet, de maniere plus précise !
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Le théoréme de Dirichlet revisité

On fixe m e N* et on prend K = Q(Zm). K/Q est galoisienne de
degré ¢(m) et de groupe de Galois G ~ (Z/mZzZ)* (abélien !).
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Le théoréme de Dirichlet revisité

On fixe m e N* et on prend K = Q(Zm). K/Q est galoisienne de
degré ¢(m) et de groupe de Galois G ~ (Z/mZzZ)* (abélien !).

Soit p un nombre premier qui ne divise pas m (équivalent a non
ramifié ici). On vérifie facilement qu’en fait

Frobp = 05 € Gal(Q(m), Q), ol 0a({m) = P = ¢a avec p=amod m.
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Le théoréme de Dirichlet revisité

On fixe m e N* et on prend K = Q(Zm). K/Q est galoisienne de
degré ¢(m) et de groupe de Galois G ~ (Z/mZzZ)* (abélien !).

Soit p un nombre premier qui ne divise pas m (équivalent a non
ramifié ici). On vérifie facilement qu’en fait

Frobp = 05 € Gal(Q(m), Q), ol 0a({m) = P = ¢a avec p=amod m.
Il'y a donc une correspondance

p=a mod m < Frobp = 05 € Gal(Q(Zm), Q).
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Le théoréme de Dirichlet revisité

Notons 7(x, a, m) = |[{p < x, p = a[m]}| et n(x) = [{p < x}|. Le
théoréme de Tchebotarev nous donne donc le

Théoreme (Théoréme de la progression arithmétique,
version quantitative)
On a

et donc I'équivalent

quand x tend vers +o.
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Merci de votre attention.

Et vive les maths!
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