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Organisation de 'exposé

@ Courses de nombres premiers
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© Courses dans les corps de fonctions
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de nombres premiers

Le TNPPA

® Soit a, g entiers premiers entre eux. On peut montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers p tels que p = a mod gq.

Cour:



1. Courses de nombres premiers

Le TNPPA

® Soit a, g entiers premiers entre eux. On peut montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers p tels que p = a mod q. En fait, on peut montrer que

r(wiq)) ~ ——Li(z) = —— / dt
2

z—to0 0(q) w(q) logt’

m(z;q,a) == #{p < x| p=amod g}.
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de Dirichlet modulo q.




1. Courses de nombres premiers

Le TNPPA

® Soit a, g entiers premiers entre eux. On peut montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers p tels que p = a mod q. En fait, on peut montrer que

1 . 1 Tode
m(x;q,a) ~ ——=Li(z)=—= —,
( )H+oo v(q) @) <p(qr)/2 logt

m(z;q,a) == #{p < x| p=amod g}.

e Pour démontrer cela, on utilise les fonctions L de Dirichlet associées aux caractéres
de Dirichlet modulo g. Ce sont les morphismes x : (Z/qZ)* — C* que l'on
prolonge par 0 a Z/qZ puis a Z par g-périodicité.
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ses de nombres premiers

Le TNPPA

® Soit a, g entiers premiers entre eux. On peut montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers p tels que p = a mod q. En fait, on peut montrer que

r(wiq)) ~ ——Li(z) = —— / dt
2

z—to0 0(q) w(q) logt’

m(x;q,a) == #{p < x| p=amod g}.

e Pour démontrer cela, on utilise les fonctions L de Dirichlet associées aux caractéres
de Dirichlet modulo g. Ce sont les morphismes x : (Z/qZ)* — C* que l'on
prolonge par 0 a Z/qZ puis a Z par g-périodicité.

e Exemple : Le caractere x4 modulo 4 vérifiant x(4n + 1) = 1 et x(4n + 3) = —1.
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Le TNPPA

e La fonction L associée au caractere x est

—+oo

L(s,y) = Z x(n)

n=1

Cour:



1. Courses de nombres premiers

Le TNPPA

e La fonction L associée au caractere x est
—+oo

Lis,) = xn),

nS

n=1

* On montre qu'une telle fonction se prolonge a tout C avec éventuellement un pole
en 1. En étudiant la localisation des zéros de telles fonctions, on montre que

m(z;q,a) = ﬁ Li(z) + Oq4(x exp(—cq+/log x)).
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Le TNPPA

e La fonction L associée au caractere x est

—+oo

L(s, ) = Z x(n)

n=1

* On montre qu'une telle fonction se prolonge a tout C avec éventuellement un pole
en 1. En étudiant la localisation des zéros de telles fonctions, on montre que

m(z;q,a) = ﬁ Li(z) + Oq4(x exp(—cq+/log x)).

¢ L'hypothése de Riemann généralisée pour ces fonctions est que si L(s, x) = 0 et
R(s) > 0, alors R(s) = 1. Elle équivaut a 'estimation

1
m(z;q,a) = 2@ Li(z) + O(vzlog(qz)).
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1. Courses de nombres premiers

Equirépartition

* Dans le TNPPA, le terme principal 5 Li(z) ne dépend pasdea: ilya
équirépartition des p mod ¢ dans (Z/qZ)*.
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1. Courses de nombres premiers

Equirépartition

* Dans le TNPPA, le terme principal 5 Li(z) ne dépend pasdea: ilya
équirépartition des p mod ¢ dans (Z/qZ)*.

* La taille dureste |7(z;¢,a) — o Li(2)| (conjecturée ou démontrée) ne dépend pas

non plus de a.
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1. Courses de nombres premiers

Equirépartition

* Dans le TNPPA, le terme principal 5 Li(z) ne dépend pasdea: ilya
équirépartition des p mod ¢ dans (Z/qZ)*.

* La taille dureste |7(z;¢,a) — o Li(2)| (conjecturée ou démontrée) ne dépend pas

non plus de a.

® Question : Pour a # b, peut-on comparer malgré tout (z; g, a) et w(x; g, b) ?
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1. Courses de nombres premiers

Le biais de Tchebychev

* En 1853, Tchebychev prétend dans une lettre que 7(z; 4, 3) > m(x;4, 1) pour x
suffisamment grand.

Courses de nombre:
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Le biais de Tchebychev

* En 1853, Tchebychev prétend dans une lettre que 7(z; 4, 3) > m(x;4, 1) pour x
suffisamment grand.

Tchebychev (lettre a Fuss, 1853).

« En cherchant l'expression limitative des fonctions qui déterminent la total-
ité des nombres premiers de la forme 4n + 1 et de ceux de la forme 4n + 3,
pris au-dessous d’une limite trés grande, je suis parvenu a reconnaitre que
ces deux fonctions different notablement entre elles par leurs seconds ter-

mes, dont la valeur, pour les nombres 4n + 3, est plus grande que celle pour
les nombres 4n + 1 [...] »
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Le biais de Tchebychev

En 1853, Tchebychev prétend dans une lettre que 7 (x; 4, 3) > w(x; 4, 1) pour
suffisamment grand.

Tchebychev (lettre a Fuss, 1853).

« En cherchant l'expression limitative des fonctions qui déterminent la total-
ité des nombres premiers de la forme 4n + 1 et de ceux de la forme 4n + 3,
pris au-dessous d’une limite trés grande, je suis parvenu a reconnaitre que
ces deux fonctions different notablement entre elles par leurs seconds ter-

mes, dont la valeur, pour les nombres 4n + 3, est plus grande que celle pour
les nombres 4n + 1 [...] »

\

e Il prétend aussi que Zp(—l)pTHe—PC — +oo
c—
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Le biais de Tchebychev

* En 1853, Tchebychev prétend dans une lettre que 7(z; 4, 3) > m(x;4, 1) pour x
suffisamment grand.

Tchebychev (lettre a Fuss, 1853).

« En cherchant l'expression limitative des fonctions qui déterminent la total-
ité des nombres premiers de la forme 4n + 1 et de ceux de la forme 4n + 3,
pris au-dessous d’une limite trés grande, je suis parvenu a reconnaitre que
ces deux fonctions different notablement entre elles par leurs seconds ter-

mes, dont la valeur, pour les nombres 4n + 3, est plus grande que celle pour
les nombres 4n + 1 [...] »

\

p

e Il prétend aussi que Zp(—l) Bt ere = +00 (& Hypothese de Riemann pour
c—
L(s, xa) d’apres Hardy, Littlewood, Landau).
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1. Courses de nombres premiers

Le biais de Tchebychev

2

log x

7T(£L‘7 47 3) — ’/T(ZE, 47 1)
vV /logx
(Daniel Fiorilli)

,10* <z < 10®
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Inégalités entre fonctions arithmétiques

* On alongtemps pensé que 7(z) < Li(z) pour tout z > 2. Littlewood a montré en
1914 que 7(z) — Li(z) = Qu (a!/?losjcaloes)

log x
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Inégalités entre fonctions arithmétiques

* On alongtemps pensé que 7(z) < Li(z) pour tout z > 2. Littlewood a montré en
1914 que 7(z) — Li(z) = Qu (a!/?losjcaloes)

log x

¢ Le premier contre-exemple a 7(z) < Li(z) vérifie 10'? < 2 < 10*'7 (nombre de

. . . . _ , 1034
Skewes). Les premiéres majorations « théoriques » étaient de I'ordre de 10'° .
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Inégalités entre fonctions arithmétiques

* On alongtemps pensé que 7(z) < Li(z) pour tout z > 2. Littlewood a montré en
1914 que 7(z) — Li(z) = Qu (a!/?losjcaloes)

log x

¢ Le premier contre-exemple a 7(z) < Li(z) vérifie 10'? < 2 < 10*'7 (nombre de

. . . . _ , 1034
Skewes). Les premiéres majorations « théoriques » étaient de I'ordre de 10'° .

e Littlewood a aussi montré que 7(z; 4, 3) — m(x;4,1) = Q4 (azl/Q%), donc
I'inégalité de Tchebychev n’est pas toujours vraie.
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1. Courses de nombres premiers

Inégalités entre fonctions arithmétiques

* On alongtemps pensé que 7(z) < Li(z) pour tout z > 2. Littlewood a montré en
1914 que 7(z) — Li(z) = Qu (a!/?losjcaloes)

log x

¢ Le premier contre-exemple a 7(z) < Li(z) vérifie 10'? < 2 < 10*'7 (nombre de

. . . . _ , 1034
Skewes). Les premiéres majorations « théoriques » étaient de I'ordre de 10'° .

e Littlewood a aussi montré que 7(z; 4, 3) — m(x;4,1) = Q4 (azl/Q%), donc

I'inégalité de Tchebychev n’est pas toujours vraie. On ne dispose pas de résultat
analogue pour 7(z; ¢, a) — 7(z; ¢, b) inconditionnellement.
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de nombres premiers

Le biais de Tchebychev

On souhaite estimer la « taille » de
Paz1={z > 2| n(x;4,3) > n(x;4,1)}.

Courses 10/28



de nombres premiers

Le biais de Tchebychev

On souhaite estimer la « taille » de
Paz1={z > 2| n(x;4,3) > n(x;4,1)}.

Dans la « course » entre les premiers p = 3 mod 4 et les premiers p = 1 mod 4, qui est
en téte le plus souvent ?

Cour:
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1. Courses de nombres premiers

Le biais de Tchebychev

On souhaite estimer la « taille » de
Paz1={z > 2| n(x;4,3) > n(x;4,1)}.

Dans la « course » entre les premiers p = 3 mod 4 et les premiers p = 1 mod 4, qui est
en téte le plus souvent ?

¢ Conjecture (Knapowski-Turan, 1962) :

A(Pasr) = lim Zlasi0RX]

1.
X —+o0 X

Alexandre Bailleul
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1. Courses de nombres premiers

Le biais de Tchebychev

On souhaite estimer la « taille » de
Paz1={z > 2| n(x;4,3) > n(x;4,1)}.
Dans la « course » entre les premiers p = 3 mod 4 et les premiers p = 1 mod 4, qui est
en téte le plus souvent ?
¢ Conjecture (Knapowski-Turan, 1962) :

A(Pasr) = lim Zlasi0RX]

1.
X —+o0 X

e Kaczorowski, 1995 : Si L(s, x4) vérifie GRH (hypothese de Riemann généralisée),
alors

d(Pa:3,1) < 0,9594595 . ..
et

d(Py;3,1) > 0,999989360. . .

Alexandre Bailleul

Courses de nombres premiers Jeudi 20 jan 10/28



1. Courses de nombres premiers

Le biais de Tchebychev

On souhaite estimer la « taille » de
Paz1={z > 2| n(x;4,3) > n(x;4,1)}.

Dans la « course » entre les premiers p = 3 mod 4 et les premiers p = 1 mod 4, qui est
en téte le plus souvent ?

¢ Conjecture (Knapowski-Turan, 1962) :

A(Pasr) = lim Zlasi0RX]

1.
X —+o0 X

e Kaczorowski, 1995 : Si L(s, x4) vérifie GRH (hypothese de Riemann généralisée),
alors
d(Pua3,1) < 0,9594595. ..
et
d(Paz1) > 0,999989360. . .

* Rubinstein-Sarnak, 1994 : Si L(s, x4) vérifie GRH et LI (indépendance linéaire),

X
1 dt
6(Pa. = i — 1 t)—
(Pa;3,1) Xirﬁw log X /2 7’4;3,1( ) p

existe et §(Pa;3,1) = 0,9959...

Alexandre Bailleul Courses de nombres premiers Jeudi 20 janv; 2 10/28



1. Courses de nombres premiers

Les résultats de Rubinstein et Sarnak

Si LI est vraie modulo g et les L(s, x) avec x € X4 satisfont GRH alors :
* Sia=0lg] etb=0lg], ousia # Olg] et b # Olg] alors §(Pgia) = 3-

Alexandre Bailleul Courses de nombres premiers Jeudi 20
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Les résultats de Rubinstein et Sarnak

Si LI est vraie modulo g et les L(s, x) avec x € X4 satisfont GRH alors :
* Sia=0lg] etb=0lg], ousia # Olg] et b # Olg] alors §(Pgia) = 3-

* Sia # Olg] et b= Olg] alors §(Pgap) > 3-
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1. Courses de nombres premiers

Les résultats de Rubinstein et Sarnak

Si LI est vraie modulo g et les L(s, x) avec x € X4 satisfont GRH alors :
e Sia=0[g)etb=0lg], ousia # Og] et b # O[q] alors §(Pyiap) = 3.
* Sia # Olg] et b= Olg] alors §(Pgap) > 3-
e Théoréme central limite :

— 0.
q—+oo

max
a,b premiers avec g

1
5(Pq;a,b) - 5
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Les résultats de Rubinstein et Sarnak

Si LI est vraie modulo g et les L(s, x) avec x € X4 satisfont GRH alors :
e Sia =0[g]etb=Olg], ousia # O[g] et b # Olg] alors 6(Py;ap) = 5.
* Sia # Olg] et b= Olg] alors §(Pgap) > 3-

¢ Théoréme central limite :

1
max 0(Pgiap) — =| —> O.
a,b premiers avec g qg——+oo
I
Ll b
WY
L !
Ny L) ‘Jlu\\”“/.“ “’H
il [ i . .
Ja i 7(x;101,3) — 7 (a; 101, 1)
1l T ,
LA W R Vz/logx
0= At
Ly (R A o x
[ “”/ ‘;“A \“"‘ ! 1

10" <z < 10°

(Daniel Fiorilli)
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1. Courses de nombres premiers

La méthode de Rubinstein-Sarnak

Trois étapes :

1) Utilisation d"une formule explicite (sous GRH) :

Courses de nombre:



1. Courses de nombres premiers

La méthode de Rubinstein-Sarnak

Trois étapes :

1) Utilisation d'une formule explicite (sous GRH) :

n(z;q,a) — w(z;9,b .
i/ loga =4/ {b} — #/{a}
xtx 1
+ Z X(a Z;+17X+O(logx>’

X€Xq Yx

les 7y étant les parties imaginaires des zéros des L(s, x).
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1. Courses de nombres premiers

La méthode de Rubinstein-Sarnak

Trois étapes :

1) Utilisation d"une formule explicite (sous GRH) :
m(e®;q,a) —m(e;q,b)
S =#V/ (0} - #V/{a}

+Zx(b)—x(a)Z;:z;+O(al:)’

XE€Xq Yx

les 7y étant les parties imaginaires des zéros des L(s, x).
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1. Courses de nombres premiers

La méthode de Rubinstein-Sarnak

Trois étapes :

1) Utilisation d"une formule explicite (sous GRH) :
m(e®;q,a) —m(e”;q,b
e AAUREVIT

+Z>@)—MZ;:>;X+O(;)’

XE€Xq Yx

les 7y étant les parties imaginaires des zéros des L(s, x).

2) Utilisation du théoreme de Kronecker-Weyl = existence d’une distribution limite

Ig;a,b (Mesure de probabilité borélienne sur R) pour = — %W.
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La méthode de Rubinstein-Sarnak

Trois étapes :

1) Utilisation d"une formule explicite (sous GRH) :
m(e®;q,a) —m(e”;q,b
e AAUREVIT

+Z>@>—><(@Zf:f;x+o(i)’

XE€Xq Yx

les 7y étant les parties imaginaires des zéros des L(s, x).

2) Utilisation du théoreme de Kronecker-Weyl = existence d’une distribution limite
Hq:a,b (Mesure de probabilité borélienne sur R) pour = — %}}‘SM.

3) Utilisation de I'hypothese LI pour établir la régularité de fi4;q,5, étudier sa fonction
caractéristique et montrer I'existence de §(Py;a,6) = Lgia,b(]0, +00]).
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L’hypothese LI

Théoréme de Kronecker-Weyl : Si v1, . .., v, sont des réels alors le groupe a un

parametre { (e”””, .
dimg Vect(v1, ..., Vn).

. e“””z) |z € R} est équiréparti dans un tore de dimension

Courses de nombre:
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L’hypothese LI

Théoréme de Kronecker-Weyl : Si v1, . .., v, sont des réels alors le groupe a un

parametre { (e”””, N e””z) |z € R} est équiréparti dans un tore de dimension
dimg Vect(v1, ..., vx). En particulier, si i, ..., v, sont linéairement indépendants sur
Qz (e”””, NN e”“”) se comporte en moyenne comme un n-uplet de variables

aléatoires indépendantes uniformes sur S*.




s de nombres premiers

L’hypothese LI

Théoréme de Kronecker-Weyl : Si v1, . .., v, sont des réels alors le groupe a un
parametre { (e”l’”, N e”"””) |z e ]R} est équiréparti dans un tore de dimension
dimg Vect(v1, .. .,vn). En particulier, si 71, . . ., v» sont linéairement indépendants sur
Q z— (ei'“”, NN e”"m) se comporte en moyenne comme un n-uplet de variables
aléatoires indépendantes uniformes sur S*'.

Conjecture (LI).

Le (multi)-ensemble {'y >0|3x € Xy, L (% + i, x) = 0} est linéairement in-
dépendant sur Q.

andre Bailleul Courses de nombre; Jeudi 20 jai
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L’hypothese LI

Théoréme de Kronecker-Weyl : Si v1, . .., v, sont des réels alors le groupe a un
parametre { (e”l’”, N e”"””) |z e ]R} est équiréparti dans un tore de dimension
dimg Vect(v1, .. .,vn). En particulier, si 71, . . ., v» sont linéairement indépendants sur
Q z— (ei'“’”, NN e”"’”) se comporte en moyenne comme un n-uplet de variables
aléatoires indépendantes uniformes sur S*'.

Conjecture (LI).

Le (multi)-ensemble {'y >0|3x € Xy, L (% + i, x) = 0} est linéairement in-
dépendant sur Q.

L'hypothese LI permet de traiter la somme sur les zéros dans la formule explicite comme
une somme de variables aléatoires indépendantes, uniformes sur St

andre Bailleul Courses de nombre; Jeudi 20 jai
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Organisation de 'exposé

@ Courses de nombres premiers

@ Courses dans les corps de nombres

© Courses dans les corps de fonctions

Courses de nombr



2. Le cas des corps de nombres

Frobenius et Chebotarev

® Soit K un corps de nombres (extension finie de Q). Dans K, le role que joue Z dans
Q estjoué par 'anneau Ok = {z € K | x entier algébrique}.

Courses de nombre:



2. Le cas des corps de nombres

Frobenius et Chebotarev

® Soit K un corps de nombres (extension finie de Q). Dans K, le role que joue Z dans
Q estjoué par I'anneau Ox = {z € K | = entier algébrique}. Comme Ok n’est en
général pas factoriel, on s’intéresse aux idéaux premiers plutdt qu’aux éléments
premiers.
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2. Le cas des corps de nombres

Frobenius et Chebotarev

® Soit K un corps de nombres (extension finie de Q). Dans K, le role que joue Z dans
Q estjoué par I'anneau Ox = {z € K | = entier algébrique}. Comme Ok n’est en
général pas factoriel, on s’intéresse aux idéaux premiers plutdt qu’aux éléments
premiers.

e Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G.




2. Le cas des corps de nombres

Frobenius et Chebotarev

® Soit K un corps de nombres (extension finie de Q). Dans K, le role que joue Z dans
Q estjoué par I'anneau Ox = {z € K | = entier algébrique}. Comme Ok n’est en
général pas factoriel, on s’intéresse aux idéaux premiers plutdt qu’aux éléments
premiers.

* Soit L/ K une extension galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G. A
tout idéal premier p de Ok (sauf un nombre fini), on peut associer une classe de
conjugaison « de Frobenius » Frob, de G.
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2. Le cas des corps de nombres

Frobenius et Chebotarev

® Soit K un corps de nombres (extension finie de Q). Dans K, le role que joue Z dans
Q estjoué par I'anneau Ox = {z € K | = entier algébrique}. Comme Ok n’est en
général pas factoriel, on s’intéresse aux idéaux premiers plutdt qu’aux éléments
premiers.

* Soit L/ K une extension galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G. A
tout idéal premier p de Ok (sauf un nombre fini), on peut associer une classe de
conjugaison « de Frobenius » Frob, de G.

e Pour L=Q(¢{),K =Q,G ~(Z/qZ)* etpourpt g, Frob, = a < p = amod q.
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2. Le cas des corps de nombres

Frobenius et Chebotarev

® Soit K un corps de nombres (extension finie de Q). Dans K, le role que joue Z dans
Q estjoué par I'anneau Ox = {z € K | = entier algébrique}. Comme Ok n’est en
général pas factoriel, on s’intéresse aux idéaux premiers plutdt qu’aux éléments
premiers.

* Soit L/ K une extension galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G. A
tout idéal premier p de Ok (sauf un nombre fini), on peut associer une classe de
conjugaison « de Frobenius » Frob, de G.

e Pour L=Q(¢{),K =Q,G ~(Z/qZ)* etpourpt g, Frob, = a < p = amod q.

e Ona
7(@ C,L/K) = #{p | N(p) < o, Froby = C} _~ % Li(z) (Chebotarev).
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2. Le cas des corps de nombres

Frobenius et Chebotarev

® Soit K un corps de nombres (extension finie de Q). Dans K, le role que joue Z dans
Q estjoué par I'anneau Ox = {z € K | = entier algébrique}. Comme Ok n’est en
général pas factoriel, on s’intéresse aux idéaux premiers plutdt qu’aux éléments
premiers.

* Soit L/ K une extension galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G. A
tout idéal premier p de Ok (sauf un nombre fini), on peut associer une classe de
conjugaison « de Frobenius » Frob, de G.

e Pour L=Q(¢{),K =Q,G ~(Z/qZ)* etpourpt g, Frob, = a < p = amod q.

e Ona

7w C,L/K) = #{p | N(p) < 2,Froby, = C}  ~ % Li(z) (Chebotarev).

e Si C1, C; sont des classes de conjugaison de G, on veut étudier la densité
logarithmique de

; L/K : L/K
Pr/k;ch,00 = {x >2| m(; C1, L/ K) > m(2:Ca, L) )}

#Ch #C>
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2. Le cas des corps de nombres

Généralisation aux corps de nombres

Cas des nombres premiers

Cas des corps de nombres

Module ¢

Extension galoisienne L /K

p premier

P idéal premier de O

Congruence p = a mod ¢

Egalité Frob, = C

Caractere de Dirichlet modulo ¢

Caractere de représentations linéaires de G

Fonction L de Dirichlet

Fonction L d’Artin

TNPPA

Théoreme de Chebotarev
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2. Le cas des corps de nombres

Généralisation aux corps de nombres

Cas des nombres premiers Cas des corps de nombres
Module ¢ Extension galoisienne L /K
p premier P idéal premier de Ox
Congruence p = a mod ¢ Egalité Frob, = C
Caractere de Dirichlet modulo ¢ | Caractere de représentations linéaires de G
Fonction L de Dirichlet Fonction L d’Artin
TNPPA Théoreme de Chebotarev

Théoreme (Ng, 2000).

Si les fonctions L d’Artin associées aux caracteres irréductibles de G satisfont
AC (conjecture d’Artin), GRH et LI, alors §(PL,k;c,,c, ) existe, et en 'absence de

#/C2  #y/C1

zéros en 1/2, 6(Pr/k;c,,c.) — 1/2 est du signe de v 25

Courses de nombres premiers
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2. Le cas des corps de nombres

Formule explicite

® On a la formule explicite

z (#Gw(ez;ChL/K) _HG e “”;Cz,L/K))

er/2 \ #Cy #C>
#VC:  #VC e (1>
= - C —+0 (-]
#C2 #C4 * xe%@) xX(@) ; % + vy * T

e Avec LI, on voit les ¢"7x® comme des variables indépendantes uniformes sur le
cercle.
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2. Le cas des corps de nombres

Formule explicite

® On a la formule explicite

z (#Gw(ez;ChL/K) _HG e “”;Cz,L/K))

er/2 \ #Cy #C>
#VC:  #VC e (1>
= - C —+0 (-]
#C2 #C4 * XE;G) xX(@) ; % + vy * T

e Avec LI, on voit les ¢"7x® comme des variables indépendantes uniformes sur le
cercle.

e Dans la somme sur les zéros, un v, = 0 contribue a I'espérance : 1’espérance
provient des quantités de racines carrées et des zéros en 1/2.
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ps de nombres

Formule explicite

® On a la formule explicite

z (#Gw(ez;ChL/K) _HG e “”;Cz,L/K))

ex/2 \ #C4 #Cs
_#VG: #/OL e 1
=20, 7C, + Z (Cl)Z%JFiWXJFO(ﬂC)'

x€Irr(G) Tx

e Avec LI, on voit les ¢"7x® comme des variables indépendantes uniformes sur le
cercle.

e Dans la somme sur les zéros, un v, = 0 contribue a I'espérance : 1’espérance
provient des quantités de racines carrées et des zéros en 1/2. Est-ce qu’on peut
renverser le sens attendu du biais avec des zérosen 1/2 ?
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2. Le cas des corps de nombres

Formule explicite

® On a la formule explicite

z (#Gw(ez;ChL/K) _HG e “”;Cz,L/K))

er/2 \ #Cy #C>
#VC:  #VC e (1>
= - C —+0 (-]
#C2 #C4 * XE;G) xX(@) ; % + vy * T

e Avec LI, on voit les ¢"7x® comme des variables indépendantes uniformes sur le
cercle.

e Dans la somme sur les zéros, un v, = 0 contribue a I'espérance : 1’espérance
provient des quantités de racines carrées et des zéros en 1/2. Est-ce qu’on peut
renverser le sens attendu du biais avec des zérosen 1/2 ?

* On trouve également
1

Var(X(L/K; C1,C2) =2 > (1) = x(Co)l” > +——
x€Irr(G) Yx >0 4

et la somme sur -, est controlée par le conducteur d’Artin de x : la variance est
contrdlée par la ramification dans L/K.
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2. Le cas des corps de nombres

Root number et zéros en 1/2

® Observation : Si x est réel, on a 1’équation fonctionnelle
A1 —s,x) =W(x)A(s,x) (A(s,x) = L(s,x, L/K) x facteurs Gamma),

ot la constante W (x) (root number) est +1 ou —1.
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2. Le cas des corps de nombres

Root number et zéros en 1/2

® Observation : Si x est réel, on a 1’équation fonctionnelle
A1 —s,x) =W(x)A(s,x) (A(s,x) = L(s,x, L/K) x facteurs Gamma),

ot la constante W (x) (root number) est +1 ou —1. Si W (x) = —1 alors
L(1/2,x, L/K) = 0
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2. Le cas des corps de nombres

Root number et zéros en 1/2

® Observation : Si x est réel, on a 1’équation fonctionnelle
A1 —s,x) =W(x)A(s,x) (A(s,x) = L(s,x, L/K) x facteurs Gamma),

ot la constante W (x) (root number) est +1 ou —1. Si W (x) = —1 alors
L(1/2,x, L/K) = 0

¢ Il y a deux familles de caracteres irréductibles réels : les caractéres orthogonaux et
les caracteéres symplectiques.

Alexandre Bailleul Courses de nombres premiers Jeudi 20



2. Le cas des corps de nombres

Root number et zéros en 1/2

® Observation : Si x est réel, on a 1’équation fonctionnelle
A1 —s,x) =W(x)A(s,x) (A(s,x) = L(s,x, L/K) x facteurs Gamma),

ot la constante W (x) (root number) est +1 ou —1. Si W (x) = —1 alors
L(1/2,x, L/K) = 0

¢ Il y a deux familles de caracteres irréductibles réels : les caractéres orthogonaux et
les caracteéres symplectiques.

e Frohlich-Queyrut, 1973 : Si x est orthogonal, W (x) = +1.
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2. Le cas des corps de nombres

Root number et zéros en 1/2

® Observation : Si x est réel, on a 1’équation fonctionnelle
A1 —s,x) =W(x)A(s,x) (A(s,x) = L(s,x, L/K) x facteurs Gamma),

ot la constante W (x) (root number) est +1 ou —1. Si W (x) = —1 alors
L(1/2,x, L/K) = 0

¢ Il y a deux familles de caracteres irréductibles réels : les caractéres orthogonaux et
les caractéres symplectiques.

e Frohlich-Queyrut, 1973 : Si x est orthogonal, W (x) = +1.

¢ Tous les exemples connus de root numbers —1, et a fortiori de zéros en 1/2
correspondent a des caracteres symplectiques
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2. Le cas des corps de nombres

Root number et zéros en 1/2

® Observation : Si x est réel, on a 1’équation fonctionnelle
A1 —s,x) =W(x)A(s,x) (A(s,x) = L(s,x, L/K) x facteurs Gamma),

ot la constante W (x) (root number) est +1 ou —1. Si W (x) = —1 alors
L(1/2,x, L/K) = 0

¢ Il y a deux familles de caracteres irréductibles réels : les caractéres orthogonaux et
les caractéres symplectiques.

e Frohlich-Queyrut, 1973 : Si x est orthogonal, W (x) = +1.

¢ Tous les exemples connus de root numbers —1, et a fortiori de zéros en 1/2
correspondent a des caractéres symplectiques = renforcement d’hypothese LIT.
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2. Le cas des corps de nombres

Hypothese LI et groupes de quaternions

Conjecture (LIT).

L/Q vérifie Ll et pour tout A € Irr(GT), L(1/2, A, L/Q) = 0 si et seulement si A
est symplectique et W () = —1.
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2. Le cas des corps de nombres

Hypothese LI et groupes de quaternions

Conjecture (LIT).

L/Q vérifie Ll et pour tout A € Irr(GT), L(1/2, A, L/Q) = 0 si et seulement si A
est symplectique et W () = —1.

¢ Les groupes

1 on—2

Hon := (z,y | S 1,z =y’ yzy ' = 3571)

posseédent 2" éléments, 2"~2 4 3 caracteres irréductibles et 2" 3 caracteres

symplectiques.
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2. Le cas des corps de nombres

Hypothese LI et groupes de quaternions

Conjecture (LIT).

L/Q vérifie Ll et pour tout A € Irr(GT), L(1/2, A, L/Q) = 0 si et seulement si A
est symplectique et W () = —1.

¢ Les groupes

1 on—2

Hon := (z,y | S 1,z =y’ yzy ' = 3571)

posseédent 2" éléments, 2"~2 4 3 caracteres irréductibles et 2" 3 caracteres
symplectiques. De plus, —1 := 22" " a2""! 4 1 racines carrées et 1 n’en a que 2.
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2. Le cas des corps de nombres

Biais modérés opposés

Théoréeme (B., 2020).

Supposons GRH et LIT pour les fonctions L d’Artin qui interviennent. Soit

f une fonction telle que f(n) — +oo. Il existe deux familles (Kg)q et
n—-+oo

(La)q d’extensions galoisiennes de Q telles que Gal(Kq/Q) ~ Gal(Lq/Q) ~ Hs,

Q(Vd) C KaN La,

1

0<1/2-60(Pry/01,-1) < 7@
et

1
0 <d(Pryo,-1)—1/2< @
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2. Le cas des corps de nombres

Biais extrémes opposés

Théoreme (B., 2020).

Sous GRH et LIT pour les fonctions L d’Artin qui interviennent, il existe
deux familles (Q;).>3 et (Q;, )n>3 d’extensions galoisiennes de Q telles que

Gal(Q;} /Q) ~ Gal(Q;, /Q) ~ Han et

2TL
crexp(—c22") < 1— 5(PQ¢/Q;1’_1) < exp (—03;)

et

n

crexp (—c22") < 6(Pg-.1,_1) <exp <703?> .
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corps de fonctions

Organisation de 'exposé

© Courses de nombres premiers

@ Courses dans les corps de nombres

© Courses dans les corps de fonctions

Courses de nombr



3. Le cas des corps de fonctions

Courses de polyndmes irréductibles

e Soit M € Fq[T] non constant et A € F,[T| premier avec M. Alors

w(N; M, A) := #{P € Fy[T)] irréductible | deg P < N, P = Amod M}

N—+oco (p(M)N ’
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3. Le cas des corps de fonctions

Courses de polyndmes irréductibles

e Soit M € Fq[T] non constant et A € F,[T| premier avec M. Alors

w(N; M, A) := #{P € Fy[T)] irréductible | deg P < N, P = Amod M}
N
~ -7
N—+oco (p(M)N

® On définit Pyra,8 = {X > 1| n(X; M, A) > n(X; M, B)} et, quand elle existe,

1
d(PM;A,B) = lim }#(,PM;A,B N [[LX]])

X —+oo
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3. Le cas des corps de fonctions

Courses de polyndmes irréductibles

e Soit M € Fq[T] non constant et A € F,[T| premier avec M. Alors

w(N; M, A) := #{P € Fy[T)] irréductible | deg P < N, P = Amod M}
N
~ -7
N—+oco (p(M)N

® On définit Pyra,8 = {X > 1| n(X; M, A) > n(X; M, B)} et, quand elle existe,

1
d(P]\/[;A,B) = lim }#(P}\J;A,B N [[LX]])

X —+oo

Théoreme (Cha, 2008).

Supposons LI, pour les zéros des fonctions L de Dirichlet modulo M. Alors
d(Pr;a,B) existe et en 1’absence de zéros en 1/2, d(Pnr;4,8) — 1/2 est du signe

de #+/{B} — #+/{A}.
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3. Le cas des corps de fonctions

Courses de polyndmes irréductibles

e Soit M € Fq[T] non constant et A € F,[T| premier avec M. Alors

w(N; M, A) := #{P € Fy[T)] irréductible | deg P < N, P = Amod M}
N
~ -7
N—+oco (p(M)N

® On définit Pyra,8 = {X > 1| n(X; M, A) > n(X; M, B)} et, quand elle existe,

1
d(P]\/[;A,B) = lim }#(P}\J;A,B N [[LX]])

X —+oo

Théoreme (Cha, 2008).

Supposons LI, pour les zéros des fonctions L de Dirichlet modulo M. Alors
d(Pr;a,B) existe et en 1’absence de zéros en 1/2, d(Pnr;4,8) — 1/2 est du signe

de #+/{B} — #+/{A}.

Démonstration. Similaire : formule explicite, utilisation du théoreme de Kronecker-Weyl
discret, utilisation de LI.
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3. Le cas des corps de fonctions

L'hypothese LI

Théoréme (Weil).

Pour tout caractere de Dirichlet non principal x modulo M € F,[T], la fonction
L(s, x) est un polyndme a coefficients entiers en u = ¢~ :

M(x)

L(,x) = L(s,x) = [ @ =%0)w)

Jj=1

etona |v;(x)| = ¢'/*.
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3. Le cas

s corps de fonctions

L’hypothese LI

Théoréme (Weil).

Pour tout caractere de Dirichlet non principal x modulo M € F4[T], la fonction
L(s, x) est un polyndme a coefficients entiers en u = ¢~ :

M(x)

L(,x) = L(s,x) = [ @ =%0)w)

j=1

etona |v;(x)| = ¢'/%.

Conjecture (LI;).

Le (multi)-ensemble ({~;(x) | x € X} N]0, 7[) U {r} est linéairement indépen-
dant sur Q.

-
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3. Le cas

s corps de fonctions

L’hypothese LI

Théoréme (Weil).

Pour tout caractere de Dirichlet non principal x modulo M € F4[T], la fonction
L(s, x) est un polyndme a coefficients entiers en u = ¢~ :

M(x)

L(,x) = L(s,x) = [ @ =%0)w)

j=1

etona |v;(x)| = ¢'/%.

Conjecture (LI;).

Le (multi)-ensemble ({~;(x) | x € X} N]0, 7[) U {r} est linéairement indépen-
dant sur Q.

-

e Ll n’est pas toujours vraie...
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3. Le cas des corps de fonctions

Extensions de corps de fonctions

e Soit L/K une extension galoisienne géométrique (méme corps des constantes) de
corps de fonctions de courbes sur F,, de groupe de Galois G. Comme pour les corps
de nombres, a chaque diviseur premier de K non ramifié dans L on associe une
classe de conjugaison de Frobenius dans G.




3. Le cas des corps de fonctions

Extensions de corps de fonctions

e Soit L/K une extension galoisienne géométrique (méme corps des constantes) de
corps de fonctions de courbes sur F,, de groupe de Galois G. Comme pour les corps
de nombres, a chaque diviseur premier de K non ramifié dans L on associe une
classe de conjugaison de Frobenius dans G.

® On définit n(X;C,L/K),PL,k;cy,cs,(PL/K;c1,0,) de maniére analogue a
précédemment.




3. Le cas des corps de fonctions

Extensions de corps de fonctions

* Soit L/ K une extension galoisienne géométrique (méme corps des constantes) de
corps de fonctions de courbes sur F,, de groupe de Galois G. Comme pour les corps
de nombres, a chaque diviseur premier de K non ramifié dans L on associe une
classe de conjugaison de Frobenius dans G.

® On définit n(X;C,L/K),PL,k;cy,cs,(PL/K;c1,0,) de maniére analogue a
précédemment.

Théoréme (Cha-Im, 2011).

Supposons LI, pour les zéros des fonctions L d’Artin associées aux caracteres
irréductibles de G. Alors d(Pr/x;c,,c,) existe et en I'absence de zéros en 1/2,

#VC2  #V/O1

d(Pr/x;c1,0,) — 3 est du signe de - o
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3. Le cas des corps de fonctions

Extensions de corps de fonctions

* Soit L/ K une extension galoisienne géométrique (méme corps des constantes) de
corps de fonctions de courbes sur F,, de groupe de Galois G. Comme pour les corps
de nombres, a chaque diviseur premier de K non ramifié dans L on associe une
classe de conjugaison de Frobenius dans G.

® On définit n(X;C,L/K),PL,k;cy,cs,(PL/K;c1,0,) de maniére analogue a
précédemment.

Théoréme (Cha-Im, 2011).

Supposons LI, pour les zéros des fonctions L d’Artin associées aux caracteres
irréductibles de G. Alors d(Pr/x;c,,c,) existe et en I'absence de zéros en 1/2,

#VC2  #V/O1

#C2 #C1 °

d(Prk:cy,c.) — & est du signe de

* On retrouve les courses de polyndmes irréductibles avec des extensions de Carlitz
de Fy(z).
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3. Le cas des corps de fonctions

A propos de LI,

Théoréeme (Kowalski, 2008).

Soit f € Z[X] unitaire sans facteur carré de degré 2g, g > 1. Alors pour tout p
premier impair ne divisant pas disc(f),

#{t € Fy | Fy(z,y)/Fy(z), otty® = f(z)(x—t), ne satisfait pas Lir} = Oy(g" )

quand ¢ — +o0,avec0 < vy, — 0.
g——+oo
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3. Le cas des corps de fonctions

Un théoréme central limite

Théoréme (B., 2020).

Fixons K := F4(x). Soit n > 3 tel que ¢ = 1 mod n. Pour tout d > n, on suppose
que l'on dispose d"un polynéme fq € F,[x] sans facteur carré de degré d tel que
I'extension L/ K satisfasse LI, ot Ly = K(y) avec y" = fq4. Alors

1 1
max S(P ) _ 7’ T
C1,C2€Gal(Lg/K)! ‘ (Pra/xon,es) 5 Ja
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3. Le cas des corps de fonctions

Un théoréme central limite

Théoréme (B., 2020).

Fixons K := F4(x). Soit n > 3 tel que ¢ = 1 mod n. Pour tout d > n, on suppose
que l'on dispose d"un polynéme fq € F,[x] sans facteur carré de degré d tel que
I'extension L/ K satisfasse LI, ot Ly = K(y) avec y" = fq4. Alors

1 1
max S(P ) _ 7’ T
C1,C2€Gal(Lg/K)! ‘ (Pra/xon,es) 5 Ja

\

Démonstration. Traduction probabiliste, estimation de la fonction caractéristique,
inégalité de Berry-Esseen, controle de la variance a ’aide du genre de la courbe
superelliptique y" = fa.
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Merci de votre attention.
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