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Introduction

J'ai effectué mon stage de M1 a I'Institut Elie Cartan & Nancy, sous la direction
de Gérald Tenenbaum. Je tiens a le remercier, ainsi que tout le personnel de 1'Ins-
titut Elie Cartan pour leur accueil et les conditions de travail agréables dont j’ai
pu profiter. Je remercie également Gautier Hanna pour l'aide qu’il m’a apporté,
ainsi que Léa Audureau—Guillo pour son soutien.

L’objectif de mon stage était de comprendre et expliquer I'article du 9 février
2015 de Kaisa Matomaéki et Maksym Radziwilt intitulé « A note on the Liouville
function in short intervals ». L’objet qui va nous intéresser dans ce mémoire est la
fonction de Liouville! ), définie plus loin, et plus précisément ses moyennes dans
les « petits intervalles » de la forme [z, z + X°] avec § > 0 et x € [X,2X].

Matomaki et Radziwilt ont montré que pour tout 6 > 0 et pour presque tout

x € [X,2X], on a
Y. An)=o(X?)
r<n<z+X9
quand X — +o0.

Nous reviendrons plus tard sur 'appellation « presque tout » (qui n’est pas celle
de théorie de la mesure!), on peut déja se contenter de dire « avec les mains » que
dans les intervalles courts de la forme [z, z+ X?], il y a beaucoup de compensations
dans la somme des valeurs de la fonction de Liouville.

Ce résultat est en fait un cas particulier d'un théoreme plus général (mais
aussi beaucoup plus compliqué & démontrer) des deux mémes chercheurs sur les
moyennes de fonctions multiplicatives dans les intervalles courts de la forme [z, 2+
h(X)] avec h(X) — +oo quand X — +o00 et z € [X,2X]. L'article que j'ai étudié
a été écrit car ceux-ci se sont rendus compte que dans le cas de la fonction de
Liouville et des intervalles courts de longueur X°, le résultat ne nécessitait pas
autant de travail.

1. Joseph Liouville (1809-1882)



Partie I : Quelques résultats de
théorie analytique des nombres

1) Notations et définitions préliminaires

Commencons par quelques notations qui reviendront tout le long de ce mé-
moire. Dans toute la suite, les lettres z et X désignent des entiers naturels et,
comme le veut l'usage, la lettre p désigne un nombre premier. Pour un nombre
complexe s on notera o := Re(s) et 7 := Im(s). Le symbole p”||n signifie que p”|n
mais p” ™! { n et le PGCD de deux entiers n et m sera noté (n,m).

On utilisera indifféremment les notations de Landau? f(x) = O(g(x)) et de
Vinogradov?® f(z) < g(x) pour dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
|f(x)] < c|g(x)| pour tout z dans le domaine de définition commun & f et g,
avec parfois f(x) = Oa(g(z)) ou f(z) <4 g(x) pour indiquer une dépendance de
la constante ¢ par rapport a un parametre A. Enfin le symbole n ~ X signifie
X <n <2X et selit « n de 'ordre de grandeur de X ».

Intéressons-nous maintenant a 1’objet principal de ce mémoire. La fonction
é¢tudiée par Matomaki et Radziwitt dans leur article est la fonction de Liouville,
notée A, qui détermine la parité du nombre de facteurs premiers (comptés avec
multiplicité) d’un nombre entier.

Définition 1 On définit les fonctions Q et X sur N* par :

Vn € N*, Q(n) := > v,

p¥|In

¥n € N*, A(n) = (—1)%™,

avec les conventions (1) =0 et A\(1) = 1.

2. Edmund Landau (1877-1938)
3. Ivan Vinogradov (1891-1983)



Si l’entier n a un nombre de facteurs premiers (toujours comptés avec multi-
plicité) pair, alors A(n) = 1 et dans le cas contraire on a A\(n) = —1.

On remarque que la fonction €2 est complétement additive, c’est-a-dire que
pour tous m et n dans N*, on a Q(mn) = Q(m) + Q(n) et (1) = 0. Cela résulte
immédiatement de la décomposition de tout entier en produit de facteurs premiers.
Ainsi A est complétement multiplicative, ¢’est-a-dire que pour tous m et n dans N*,
on a A(mn) = A(m)A(n) et A(1) = 1. On peut d’ailleurs définir A comme 'unique
fonction compléetement multiplicative sur N* telle que A(p) = —1 pour tout nombre
premier p.

Le comportement de la fonction de Liouville est a priori assez chaotique, en
voici les premieres valeurs :

n (1] 2|3 (45|67 |8 9|10 11|12 |13 |14|15|16| 17 | 18

19

20

A(n)|1|-1|-1|1|-1|1|-1|—-1|1|1|=-1|-1|—-1|1 |1 |1|-1]-1

—1

—1

Ce comportement chaotique s’explique par le fait que le nombre de facteurs
premiers de n est statistiquement indépendant de celui de n + 1.

On remarque que la somme des valeurs successives de la fonction A semble plu-
tot bien s’équilibrer autour de 0. Introduisant la fonction L définie pour tout entier
naturel n par L(n) := Y A(k), on peut imaginer que ces sommes de valeurs de la

k<n

fonction A\ se compensent plutot bien, voire méme que celles-ci restent bornées. En
réalité il n’en est rien, on sait par exemple que pour une infinité d’entiers naturels
n on a l'inégalité

L(n) > ev/n,

ou c¢ est une constante strictement positive, ce qui montre que

lim sup L(n) = +oo.

n—-+0o

On sait cependant que la fonction L n’est en effet pas « trop grande », dans le
sens ou pour tout A > 0, on a

L(z) <a (logxx)A

Ainsi on connait la taille de la fonction L dans les intervalles « longs », de la
forme [X, 2X]. Plus précisément on a grace a la majoration précédente

LEX) - LX) = Y An)=o(X).

X<n<2X
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quand X — +o0.

La question que I'on se pose maintenant est la suivante : est-ce que la somme
des valeurs de la fonction A est petite lorsque l'on prend ces valeurs dans un
« petit » intervalle 7 Typiquement, est-ce que 1'on a, pour h une fonction de X
tendant vers +oc (arbitrairement lentement) quand X — +o00 et pour z € [X, 2X],

z<n<z+h(X)

Nous allons nous intéresser au cas particulier ot h(X) = X?, avec § > 0, et
nous verrons que la réponse est positive, a quelques exceptions pres, ce qu’ont
montré Matoméki et Radziwitt.

2) Le théoréme des nombres premiers

Une fonction trés importante en théorie des nombres est la fonction de comp-
tage des nombres premiers 7 :

Définition 2 On définit la fonction ™ par
Vr R, m(z) =) 1.

p<w

Le théoréeme d’Euclide? sur Iinfinitude de I’ensemble des nombres premiers
peut se reformuler de maniere moderne ainsi :

Théoréme 3 (Euclide)
On a
m(z) = 400

lorsque x — +00.

Un des résultats les plus importants de la théorie analytique des nombres est
le fameux théoréme des nombres premiers, conjecturé par Gauss® et Legendre® a
la toute fin du XVIII®™® siecle. 11 a fallu attendre 1896 pour que Hadamard” et
de la Vallée Poussin® le démontrent, indépendamment et simultanément, grace a

'analyse complexe et 1’étude des zéros de la fonction ¢ de Riemann?.

Euclide (IT*™¢ siécle avant J.-C.)

Karl Friedrich Gauss (1777-1855)
Adrien-Marie Legendre (1752-1833)

Jacques Hadamard (1865-1963)

Charles-Jean de la Vallée Poussin (1866-1962)
Bernhard Riemann (1826-1866)

© XN



Voici I’énoncé du théoréeme des nombres premiers, dans ce que 'on appelle sa
version faible :

Théoréme 4 (Théoréme des nombres premiers (version faible))

On a l’équivalent
x

m(@) ~ log x

lorsque x — 400.

Une meilleure approximation de la fonction 7 est donnée par la fonction loga-
rithme intégral définie par

li(z) = /;dt(x > 92).

logt

On a m(x) ~ li(z) quand & — +o0 et li(z) = = + O ((1og:c ) Nous aurons
besoin dans la suite d’une version plus forte du theoreme des nombres premiers.

Théoréme 5 (Théoréme des nombres premiers (version forte))
1l existe une constante ¢ > 0 telle que

m(x) = li(z) + O (exp <—c\/@>) .

Le meilleur terme d’erreur connu a ce jour est O(z exp(—c(log )3 (log log ) ~5))
avec la région sans zéro de Vinogradov et Korobov !9, sur laquelle nous reviendrons
plus tard.

Grace a la version forte du théoréme des nombres premiers on peut obtenir la
majoration suivante

= n;( )\(n) <a m,

pour tout A > 0.

3) La fonction zéta

Une autre fonction tres importante en théorie des nombres est la fonction zéta
de Riemann :

10. Nikolai Mikhailovich Korobov (1918-7)



Définition 6 La fonction zéta de Riemann est la fonction définie par

pour Re(s) > 1.

C’est I'exemple le plus simple de série de Dirichlet' (Voir annexe B). Rie-
mann, dans son mémoire de 1859 « Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grisse'? », a montré que la fonction zéta se prolonge en une fonction
méromorphe, avec pour unique singularité un poéle simple au point 1, et que celle-ci
avait un lien particulier avec les nombres premiers.

Ce lien entre la fonction zéta et les nombres premiers provient de la formule
suivante, due a Euler '3 :

Théoréme 7 (Formule d’Euler)
Pour tout s € C tel que Re(s) > 1, on a

<<s>=H(1—1>_1-

p

Démonstration. Soit x dans |2, 4o00].

On a .
1 X1
pl;[rl_p_s _pézkz:;)pks'

En distribuant le produit (pour chaque p < x, le série correspondante converge
absolument car Re(s) > 1) et par l'unicité de la décomposition en produit de
facteurs premiers on obtient que le terme de droite de cette égalité vaut

Pt+(n)<z n’
ou le symbole P*(n) désigne le plus grand facteur premier dans la décomposition

en produit de nombres premiers de n, et cette somme converge vers bien ((s)
quand x — +0o0. O

11. Gustav Dirichlet (1805-1859)
12. Traduction : « Sur le nombre de nombres premiers inférieurs a une taille donnée »
13. Leonhard Euler (1707-1783)



Cette formule, et en particulier la convergence du produit, permet d’obtenir
que la fonction ¢ ne s’annule dans le demi-plan ouvert {s € C, Re(s) > 1}.

Riemann a montré que la fonction zéta admettait un prolongement méromorphe
et a méme obtenu une équation fonctionnelle pour ce prolongement. Résumons cela
dans un théoreme :

Théoréme 8 (Riemann, 1859)
La fonction ( admet un prolongement méromorphe, que l'on notera toujours (,
admettant pour unique singularité un pole simple en 1.

De plus, ce prolongement vérifie ’équation fonctionnelle suivante :
Vs € C\ {1}, ((s) = 2°7°~! Sin(%s)f‘(l —§)C(1—s). (1)

Esquisse de démonstration. En utilisant les formules bien connues

T

Vs € C\Z,T(s)I'(1—s) =

sin(rs)’

(provenant des développements sous forme de produits de fonctions méromorphes
de sin et T') et

1
Vo > 0,T(s)['(s + 5) = /m2'7%T(2s),

(provenant d’un calcul de dérivées logarithmiques), on obtient que 1’équation fonc-
tionnelle (1) est équivalente a 1’équation fonctionnelle

Vs € C\ {0,1}, ®(s) = B(1 — s), 2)

ou la fonction ® est définie pour tout s € C\ {0, 1} par

On montre d’abord que pour ¢ > 0, on a
+oo [ (E) 73
2
B(s)=> 7( )S
n=1 n
+00 400 s
= Z/ uz e ™ Uy,
n=1 0

1 oo .
= 7/ (O(u) — 1) u2"'du,
2 Jo



ol @ est la fonction de Jacobi 4, définie par

r e R, 0(z) = 3 e,

nez

Or la fonction 6 vérifie ’équation fonctionnelle
1
Vo > 0,7/70(z) = 0 () ,
x
ce qui se montre avec la formule sommatoire de Poisson '°

Cette équation fonctionnelle donne que pour tout o > 0,
+OO S 1 S
/ (O(u) — 1) us ' du = / (O(u) — 1) us ' du +/ 1) ui~tdu
0
+oo +oo s
—/ ( ()—1>u 3 1du+/ O(u) — 1) uz"'du
+OO s +1 s s
— / + uTl) — (u*Tl + uTl) du
-
La derniere intégrale vaut

(_ijLsEl) B 5(52—1)’

et on voit donc que la fonction
+oo s 4
S / (O(u) — 1) u2""du
0

est symétrique par la transformation s +— 1 — s (la convergence de 'intégrale étant
garantie par la décroissance exponentielle de la fonction 6), ce qui fournit 1’équa-
tion fonctionnelle (2) vérifiée par ®. 0

On remarque qu’en spécialisant 1’équation fonctionnelle en un entier impair

2n+ 1,n € N*, on obtient que ((—2n) = 0. En effet la fonction I" admet des pdles

¢(s)
2575~ sin(5)(1—s)

s’annule en tous les entiers impairs plus grand que 1. Dans le cas des entlers pairs,
le zéro d’ordre 1 du sinus compense le pole d’ordre 1 de I'. En utilisant le fait que

en tous les entiers négatifs, ainsi la fonction s — ((1 —s) = s —

14. Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851)
15. Siméon-Denis Poisson (1781-1840)
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¢ ne s’annule pas pour ¢ > 1 et I’équation fonctionnelle, on a que ces zéros sont
les seuls zéros de ¢ pour o < 0. Enfin, le fait que ((z) soit réel pour x réel et
I’équation fonctionnelle donne que les zéros de partie réelle comprise entre 0 et 1
sont symétriques par rapport a l'axe réel et a la droite o = %

Ces zéros aux entiers négatifs pairs sont appelés les zéros triviauxr de (. L'em-
placement des autres zéros de la fonction ¢ joue un role trés important dans la
théorie analytique des nombres, et, comme on vient de le voir, ils sont situés dans
ce qu'on appelle la bande critique, c’est-a-dire 'ensemble {s € C,0 < Re(s) < 1}.
C’est en montrant que ¢ ne s’annulait pas sur la droite ¢ = 1 que Hadamard et de
la Vallée Poussin ont pu démontrer le théoréeme des nombres premiers. La fameuse
hypotheése de Riemann dit que ces zéros ont tous pour partie réelle %, et celle-ci, si
elle s’avérait vraie, permettrait d’obtenir essentiellement le meilleur terme d’erreur
possible dans le théoreme des nombres premiers :

ne) = li(2) + O, (#5°).

pour tout € > 0.

On est encore loin d’avoir démontré cette hypothese, mais certains résultats
ont été obtenus dans cette direction. Par exemple on sait qu’il existe une infinité
de zéros non triviaux qui ont pour partie réelle % et que ceux-ci représentent une
fraction positive des zéros non triviaux.

Le résultat sur les zéros de ¢ qui va nous servir est du a Korobov et Vinogradov.
Ceux-ci ont déterminé une région sans zéro de ¢ dans la bande critique.

Théoréme 9 (Korobov et Vinogradov, 1958)
La fonction ¢ ne s’annule pas dans la région donnée par

o >1—C(log|r|) 3 (loglog|r|)"5 et |7| > 3,
ou C' est une constante > 0.
Le « premier » zéro de  dans la bande critique vaut % + v ou
v~ 14.137,

il n’y a donc pas de risque a considérer la région sans zéro de Korobov et Vinogra-
dov pour || > 14.
On aura également besoin d’une derniere majoration de log ¢ dans cette région :

Théoréeme 10
Dans la région sans zéro de Korobov et Vinogradov on a

2 1
|log ¢(s)] < 3 log log | 7| + §log loglog || + O(1).

En réalité on ne se servira que de la majoration |log((s)| < loglog |7|.

10



4) La formule de Perron

La formule de Perron !¢ est une formule d’analyse complexe trés utile en théorie
des nombres. Celle-ci est ’analogue pour les séries de Dirichlet de la formule de
Cauchy 7 pour les séries enticres, car elle permet d’estimer les coefficients de la
série de Dirichlet a partir de la somme de celle-ci.

Avant d’énoncer la formule de Perron, rappelons quelques notations et résultats
(Voir 'annexe B pour plus de précisions sur les séries de Dirichlet).

Pour une série de Dirichlet - 22, on note o := inf{z € R, %2 converge} son
n n

abscisse de convergence et o, := inf{z € R, % converge absolument} et son
abscisse de convergence absolue. Il y a converggnce uniforme de la série sur tout
demi-plan {s € C,Re(s) > oo} ot g9 > 0,. Enfin, si on note F' la somme de la
série de Dirichlet, et si e > 0 et g9 €|o., 0. + 1], alors on a uniformément pour
00 <o < o.+ 1 (ie. la constante sous-entendue dans la notation de Vinogradov
ne dépend pas de o dans ce domaine)

F(s) < |r[777% (|r] > 1). (3)

Le lemme suivant est a la base des démonstrations des deux formules de Perron
que nous allons voir.

Lemme 1 Soit la fonction h définie sur |0, 4o0[ par

0si0<zx<l1l
hz):={ L siz=1
lstx>1

Alors pour tous k,T,T" > 0, on a pour tout x > 0 tel que v # 1

h(z) 1 /“HT Jds < " (1 n 1)
T)— — r—| < —— =+ =
2iw Ju—irr s | T 2m|logx| \T T

K
T+ kK

1 K+iT d
‘h(l)—/ <

18m Ju—iT S

Démonstration.

16. Oskar Perron (1880-1975)
17. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

11



1. Soient ,T et T > 0 et soit > 1. Soit kK > k un entier, et soit Ry le
rectangle de sommets k — i1,k +iT,k — k +iT et Kk — k —iT".
D’apres le théoreme des résidus, puisque 0 est a 'intérieur du rectangle Ry,

on a

1 ds
—_— S— =1=h(x).
2w /Rk o s (z)
Or on a
k+iT—k (s 1 R —th
[Ty,
k+iT s 0o k+1T —tk
1 l.n—l—iT—tk
<k / S a
- Jo |k+1T — tk:‘

k 1
< (nftk)|log:r\dt
T/o ¢

k /-;(1 _ efk|log;t|)
-7 k|log x|
"
< —
~ T|log x|

:‘i*l’T/ ds x
[t
k—k—iT' S T|log z|

De méme, on a
K

Enfin, en majorant brutalement, on obtient
k—k—iT" g
k—k+iT S

quand k — +o0, car x > 1.

xm—k
—0
k

<(T+T

K —

Ainsi on a
T ds ds T ds
‘h(x)—/ r'—| = / z'— — ' —
k—iT' S R, S k—iT' S
K HT—k g k=T ds r—k—iT" s
< / ' —| + / v —|+ / rt—
Kk+iT S k—k—iT" S k—k+iT S
1 1 "
<=+ ) + o(1
- <T T") |log x| (1)

quand k — 400, d’out

k4T d
h(x) — / o

k—iT" S

<<1+1> "
—\T T |logz|

12




On obtient le résultat pour 0 < x < 1 de la méme maniere en considérant
I’entier —k, avec k comme précédemment.

2. Soient k et T"> 0. On a
1 k44T (g 1 log(k+iT)
L
K I

201 Jw—iT S 207 Jlog(k—iT)

1 | </<L+iT)
=—1o
2ir e\ —T

_ 217T(arg(/£ +iT) — arg(k +iT))

1 T
= — arctan () .
s K

1 w+iT g 1 1 T
0 [ - ()
‘() 0m Jk 2 Warcan K

On a donc

—ir S

2
1ot dt
I

1 2
7r1+%

K
<77
T k4T

ou la majoration de l'intégrale vient de 'inégalité classique % <1+t

et du fait que
/+0° a1
y (1412 14y
O

L’intérét de ces estimations est que nous allons pouvoir les sommer, ce qui
donnera la formule de Perron.

Théoréme 11 (Formule de Perron)
Soit 3 %2 une série de Dirichlet de somme F' et d’abscisse de convergence o..

Posons, pour x > 0,
1
A*(z) = Z ay + =0y,
ot
- 0 six &N
T ) ay sizx =N €N+

13



Alors pour tout k > max(0,0.) et pour tout x >0, on a
A 1 K+100 d

(r) = — F(s)—ds.

(z) i /f;—ioo () S

Démonstration.
Supposons tout d’abord que k > 0,. Alors la série de Dirichlet converge abso-
lument et uniformément sur |k — ico, K + i00].

Soit z > 0. On a donc, pour tous T,7" > 0,
1 e+l ds 1 ¥ T 7\ 5 ds
TR L ()
24T //ifiT’ (s) s 2T ;a k—iT’ \n/ S

Deux cas se présentent :
1. Si z ¢ N* alors A*(z) = Y a, et on a pour tous 7,7 > 0,

n<x
< 1 petT N\ s ds
Z an [ 1— 7/ () —
20m Je—iT \n S

1 ki £00 d
7/ 3 In s A%(x)

. . .
A7 e~ N s

n<x
1 e+l ra\s ds
(om0
+7§a ( 2T Jr—iT \n s>|

< 3= laa| " (1 + 1)
T am nt 2mllog (£) | N T
Cat gl 1IN ay
T o <T T’> 7= | log (2) |
d’apres le lemme précédent.
La série converge bien, car comme x ¢ N*, la suite (|log (%) ) est minorée
par un réel K > 0, et kK > 0,. Ainsi, en faisant tendre T" et T” vers 400, on

obtient bien )
. 1 K+100 IS
A*(x) = / F(s) T ds.

217 Jr—ico S

N-1
2. Siz = N € N, on a cette fois A*(z) = > a, + “*. En sommant comme
n=1

14



précédemment on obtient, pour tout 7" > 0,
N-1 < 1 k+iT N\ S ds
Z a, | 1— 7/ () -
— 2im Jo—iT \n/) s
N 1 1 /"““T ds
a e — JE—
Y 2 2in Joeir s

= 1 kT 1\ S ds
o by
+ Z “ ( 2m Je—iT \n S >‘

1 /miT =, .ds
o ST — =
um

. s
k=T 5 T S

n=N+1

K +oo

ol encore une fois la série converge car on somme sur les n # N et donc
pour tout n # N le dénominateur est minoré par Kn" ou K > 0. On ob-
tient de nouveau le résultat en faisant tendre T" vers 4o0.

Maintenant, si 0. < k < o,,ona xk+1> 0, > 0.+ 1. Au vu de ce que 'on
vient de prouver, on a pour tout x > 0,

K+1+1ic0
A*(x) = / F(s)x‘g@.

+1—i00 S

On veut donc montrer le résultat en faisant « glisser » l'intégrale de la droite
o =k+ 1 aladroite 0 = k.
Pour cela, soit T' > 1. On applique la théoréeme des résidus, qui nous dit que

pour tout z > 0,
Jds

/RTF(S):U ?:O,

ou Ry est le rectangle de sommets kK +1 — T,k + 1+ T,k +iT et kK —T.
Soit € > 0. D’apres la majoration (3), on a

xs
P& ||
s
uniformément pour tout o € [k, 0.+ 1] et |7| > 1.
Donc on a

/K/+1+7’T F(S)xsﬁ << T_(I{_Uc)+5xﬁ+1
k+iT S ’

quantité qui tend vers 0 quand 7" tend vers +oo (pour € assez petit).
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De méme, pour € assez petit, on a

quand 7" tend vers +o0.

Finalement on a

K41 ds Kk+1+iT ds
/ Fs)z® = F(s)z* 2 4 o(1)
k—iT S Kk+1—iT S
quand 7T tend vers +o00, et 'intégrale de droite tend vers A*(x) quand T tend vers
+o00 d’apres la premiere étape de la preuve. O

Il existe également une variante effective de la formule de Perron, ot I’on n’in-
tegre que sur un domaine borné et ou apparait donc un terme d’erreur.

Théoréme 12 (Formule de Perron effective)

Soit 3 %2 une série de Dirichlet de somme F' et d’abscisse de convergence absolue
o4 finie.

Alors pour tout k > max(0,0,) et pour tout T,z > 1,

K+iT s 100 a
Alz):=> a, = ! / F(s)xsd —i—O(ZL‘HZ ) )

=t 2im Jeeir s =1+ Tllog (2) |

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout £ > max(0, 0,), on a uniformé-
ment en y, T > 0,

K

Y

<L ——-.
1+ T|logy|

1 Kk+i1T ¢S
‘h(y) / L ds

20w J—iT S

En effet, on aura alors en sommant pour z > 1,

Az) = ioa h <x>+0(a ) = 1/%@ F(S)ws@ﬂLO 2" io -
n=1 " n * 20 Jr—iT S n=11+ T| log (%) ‘ |

ou le O(a,) dans le terme du milieu correspond au cas ou x € N* et ou l'inter-
version série-intégrale a droite est justifiée par la convergence uniforme de la série
sur le segment d’intégration (k > o).
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Orsi T'|logy| > 1, on a

1 k41T dS
‘h(y)—./ﬁ Yy — <

20w Jr—iT

K K

Yy Yy
< ;
T|logy| 14+ T|logy|

d’apres le Lemme 1.
Maintenant si T'|logy| < 1 on écrit

1 K+ZT fys y” KJrZT ds Ii+’LT ir ds
) = g [ L = ) = 3 ([ [T 1) %)

2w J—iT S

KT (g Ko RpT ds
<) =55 [ 5 F o e 0D
On a
ly'" — 1] = |8 — 1| < |7 logy|
car |7| < T et T|logy| < 1. Donc
K el T |+lo
2yi7r k—iT (y s << /T fi—l—gzi{
< y"Tlogy
<L yY"

puisque T'|logy| < 1.

Ensuite, si y = 1 alors d’apres le Lemme 1 on a

\mw“

H+7'Td8 K
LK —<L1=9y"

201w Jo—iT S T+«k

Siy < 1alors h(y) =0et on a

y
h
(y) 2w Je—iT S

" HiT (g

W 1o rtiTds
Yy 7/ <L y"
0w Jo—iT S

car l'intégrale converge quand T tend vers +oo. Enfin si y > 1, on a h(y) =1 et

, /n—HT ds 1 1 /H-H’T ds
20w Je—iT S K

y" 2w Jo—iT S
o1 1 el ds
=Y 5_%/n—iT S +y _‘
<L y"~.
Finalement, puisque T'|logy| < 1, on a
1 R g8 K
hy) - 2im /ﬁ—iT %ds <Y< 1+ Y{J\ logy|
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5) La formule du crible

Les méthodes de cribles sont des méthodes permettant d’estimer la taille d’un
certain ensemble d’entiers ne possédant pas de facteurs premiers appartenant a
un ensemble de nombres premiers fixé. Le premier crible utilisé dans I’histoire de

I'arithmétique est le crible d’Eratosthéne 8.

Intuitivement, on fixe un grand entier IV et on souhaite trouver tous les nombres
premiers inférieurs a N et premiers avec un certain entier m. Pour cela on écrit la
liste des entiers de 2 & N et on barre tous les entiers de la liste divisibles par les
différents facteurs premiers de m. Si ces facteurs sont pq, po, ..., p,, on barre suc-
cessivement les entiers de la liste divisibles py, pipo, ..., p1p2 ... p,. En prenant en
compte les entiers barrés plusieurs fois, on trouve que le nombre d’entiers inférieurs

a NN et premiers avec m est
N
S ||,
dlm
ol p est la fonction de Mébius 2. En choisissant m = [] p, les nombres inférieurs
p<VvN

a N et premiers avec m sont les nombres premiers dans U'intervalle |v/ N, N]. On
obtient donc la formule

Historiquement, Brun?® a développé dans les années 10 une nouvelle méthode
de crible, qui porte son nom, qui lui permit par exemple de montrer que la série
des inverses des nombres premiers jumeaux (c’est-a-dire de la forme (p,p + 2))
converge. Depuis, de nombreuses autres méthodes de cribles ont été créées, et
celles-ci constituent un domaine de recherche tres actif en théorie des nombres.
Nous allons utiliser sans le démontrer le lemme fondamental du crible de Selberg 2!,
comme il est énoncé dans [1].

Théoréme 13 (Lemme fondamental du crible de Selberg)
Soient P un ensemble de nombres premiers et A un ensemble d’entiers naturels
de cardinal X. Pour tout entier d on note Ag = {n € A,d | n}. Pour tout entier

z on note P(z) = [I p (de sorte qu'un nombre premier p divise P(z) si et
p<z,peP

18. Eratosthéne ITI*™e siecle avant J.-C.
19. August Ferdinand Mdébius (1790-1868)
20. Viggo Brun (1885-1978)

21. Atle Selberg (1917-2007)
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seulement sip < z et p € P).

On suppose qu’il existe deux fonctions w et R telles que pour tout entier d on ait
card(Aq) = XMTM) + R(d) et que w soit multiplicative (i.e. w(nm) = w(n)w(m) si
(n,m)=1).

S7il existe ¢ > 0 tel que pour tous réels n et & avec 2 < n < € on ait

3 w(p)logpglog <Z>+C’

n<p<§ p

sl existe ¢ > 0 tel que pour tout nombre premier p on ait

p
et si pour tout entier d on a
|R(d)] < w(d),

ot w(d) est le nombre de diviseurs premiers de d (sans multiplicité), alors on a
uniformément en A, X et z

cardiln € A,p|n=ptP(z) =X ][] <1— w}(gp)) (1+O(e*%>>, (4)

p<z
peEP

log X
logz *

ol u =

Enongons maintenant les deux premiers théorémes de Mertens?? (voir Annexe
C), qui vont nous servir a vérifier les hypotheses du lemme fondamental et a estimer
le produit de (4) dans le cas qui va nous intéresser.

Théoréme 14 (Premier théoréme de Mertens)

On a

1
> 08D _ logz + O(1).

p<z

Théoréme 15 (Second théoréme de Mertens)

On a
1 e ¢ 1
pl;[x <1 B p) ~ logx <1+O <logx>> ’

ot ¢ > 0 est une constante.

22. Franz Mertens (1840-1927)
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est la constante d’Euler mais nous n’aurons pas besoin de déterminer cette constante.

On en déduit le résultat suivant qui nous servira plus tard :

Corollaire 1 Soient P et () deur mnombres réels supérieurs a 2 et X un entier
naturel supérieur a 2 tels que P < @ < X. Alors

log P
log@Q’

>, 1kX

n~X
pln=p¢Z[P,Q]

Démonstration. On va appliquer le lemme fondamental du crible de Selberg avec
A=[X,2X] et P={p> P}.
On a donc pour tout entier non nul d

card(Aq) = V(;lJ = 5 + R(d),

avec |R(d)| < max (é, 1— %) <1

Ainsi notre fonction w est la fonction constante égale a 1, qui est bien multi-
plicative et on a bien |R(d)| < w(d) pour tout entier d. De plus pour tout nombre
premier p on a

en soustrayant la somme jusqu’a n a la somme jusqu’a & dans le premier théoréme
de Mertens.

Notre ensemble A vérifie donc toutes les hypotheéses du lemme fondamental et
on a donc

cardn€ A in = pt P@) = (X + D TT (1- 1] (1+0(c7%)).

p<Q
peEP

20



avec y = 98X+
log Q

Or P = {p > P} donc P(Q) = II p et donc la condition p { P(Q) est
P<p<Q

équivalente a p ¢ [P, Q)]. De méme la condition p < Q et p € P est équivalente &
p € [P, Q). Ainsi le terme gauche n’est autre que

>, 1
n~X
p|ln=p¢&[P,Q]

et le produit dans le terme de droite est

JI ()

De plus, ez > 1 donc le terme d’erreur peut étre grossierement remplacé par O(1),
etona X +1<X.
On a donc finalement

> 1< X ] (1—1>

~X P<p<Q p
p\n:?p%[P,Q] ?

et ce produit est < % en prenant le quotient du produit jusqu’a () par le produit
jusqu’a P dans le second théoreme de Mertens. U
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Partie II : Le théoreme de
Matomaki et Radziwitl

1) Objectifs

Enoncons tout d’abord le théoréme principal de larticle de Matoméki et Rad-
ziwitt :

Théoréme 16 (Matomiki et Radziwill, 2015)
Soit & > 0. Pour presque tout z € [X,2X], on a

> A(n) =o(X?)

r<n<z+X?9

quand X — +0o0.

Ici « pour presque tout x € [X,2X]| » signifie que le cardinal de 1’ensemble
exceptionnel des x ne vérifiant pas la propriété est o(card([X,2X])) = o(X).

Proposition 2 Le théoreme 16 découle de la majoration suivante

/2X
X

2

1
dr <,

<0 Y. An)

r<n<z+X9%

(log X)3~¢

ot 0, > 0.

Démonstration. Soient §,¢ > 0. Fixons X € N* et posons

f) = 12T )

r<n<z+X9%

pour z € [X,2X].
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L’inégalité de Bienaymé ?*-Tchebychev 2* appliquée avec la mesure de comptage
m a la fonction f donne

mix € [X2XL f(@)| 2 1) < [ 17()Pdm().

Or
2

1
dm(z) <.

<0 Y. An)

r<n<z+X?%

X

[ 1r@)Pam(z) = (og X7 [ e

par hypothese, et
X

W = O(X) quand X — 4-00.

De plus m(z € [X,2X],|f(z)| > 1) n’est autre que le cardinal de l'ensemble
des z € [X,2X] tels que

() p—

= o N1
r<n<z4+X9% (log X) 9

Y

qui contient I'ensemble exceptionnel des = € [X,2X] tels que

1

— 2. A(n)#A0 quand X — +oc.

r<n<z+X9

Finalement, le cardinal de I’ensemble exceptionnel est bien o(X) quand X —
400, ce qui donne le résultat. U

Ainsi le but de 'article de Matoméki et Radziwilt (et donc de ce mémoire) est
de démontrer cette majoration. Pour cela, il va falloir montrer plusieurs lemmes.

2) Lemmes

Tout d’abord, commencer par majorer la quantité qui nous intéresse (i.e. le
membre de gauche de (5)) par des quantités que I'on pourra analyser grace aux
méthodes de la Partie 1.

23. Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878)
24. Pafnouti Tchebychev (1821-1894)
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Lemme 2 Soit 6 > 0. Alors

12X ?
x Js

X190 X1-6 21
dz <</
0
Démonstration. Posons h := X% et pour n < 1,

An) |

pltit

A(n)

nltit

2
dt + ma
+T>X1X*5 T Jr

>

n~X

>

n~X

1
<0 Yo An)

r<n<z+X9

an = An)Lx2x1(n).
D’apres la formule de Perron appliquée a la série de Dirichlet 3° 2 on a alors
pour tout = € [X, 2X],
1

h ds. (6)

Y. An)= ]112; /11+ioo An) (x4 h)* — 2°

. s
r<n<z+h T pX n s

A partir de maintenant, posons pour s €]1 — ico, 1 4 i0o],

F(s):=>_

n~X

A(n)

ns

Puisque pour tout s €]1 — ico, 1 + ioo[ on a

F(S)(:L'—l—h;s — 8 :F(S)(:L'—i-h;s—xs’

en passant au module carré et en intégrant dans (6), il suffit de majorer

: 2
12X plico An) (x+h)® —2®
V.= 5 / / (S)( ) ds| dzx.
Xh?Jx |) o n s
Pour cela, commencons par transformer le terme (ﬁh% Pour tout = €

[X,2X] et tout s € [1,1+ iocco], on a

(m—i—h)s—xs_1/3h(x+h)5—x5dw
s ~ 2h Jn s
3h S _ S 3h s __ S
_ 1 / (x4 w) xdw—/ (x +w)* — (x + h) dw
2h \Jn 5 h s
v % (T+u)®—1 z+h [F5 S 4u)—1
_Qh/’; x . du — T (x+h) s du
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w—h

par les changements de variables u = ¥ et u = “=.
T z+h

On ne va étudier que le terme de gauche, les majorations du terme de droite
étant similaires. Ainsi on peut considérer qu'on a

2

12X 1+ioo (1 +u)*
V = hQX/X /1 2h/ duds dx

1 2X | [ltico e +u) — 2

= 4h4X/ x F(S)/Z x #duds dx

2

X r2X 1+ico 1

<= [T RG / PG Mt PN Y
h 1 5

En appliquant le théoréme de Fubini 3, il vient

2X 1+zoo 1 1
Ve / / / Jr?dsdu

2

dz.

26

Ensuite on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz “°; ce qui donne

2X 9, 14ic0 1 s_1 2
h4 / / / )xs“_?ds dudzx
2X 14ioo 1 s_1 |?
< 7/ / / )xS%ds dudzx.
s

En appliquant de nouveau le théoreme de Fubini, puis en agrandissant 'inter-
valle d’intégration de la seconde intégrale on trouve

1400 1 s_1 |2
V<<—/ / / F(o)e I = dedu
s
2X | pltico 1 s_1 |2
< 7/ / / )xsi( ) ds| dxdu.
s
Enfin, d’apres le théoreme de la moyenne on a
12X | pltico 1 s_1 |2
V< e /X / F(s)xsw?ds dxdu
pour un certain v dans [%, %], e u <K %

25. Guido Fubini (1879-1943)
26. Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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Maintenant, on introduit une fonction g de classe C*° a support inclus dans

2., 4], positive et valant 1 sur [1,2]. On a alors

1 T 1+ico (Lt -1 |
V< =% /Rg (X) /1 F(s)x fds dxdu.
Or on a
, 2
141200 1 S 1
/ F(s)xS%ds
1 S
14200 1 st ] 1+i0c0 1 s2 ]
= (/ F(Sl)x31umd51) (/ F(s2)x82(+u)2d52>
1 S1 1 52
1+i00 s (1 + u>81 -1 1+i00 (1 + u)52 -1
= / F(sy)x®t ——F—ds / F(sg)x®2~—————dsy
1 S1 1 52

par continuité de z — Z et convergence de l'intégrale.

On applique alors deux fois le théoreme de Fubini, ce qui nous donne

1 N S u—1
h2X /Rg (X) (/1 Fls))e 51 dsl)

1+ico G s2 _ 1
X (/ F(sz)x”(—i_wd@) dxdu
1

VK

52

1 plbico pltico 1+w —1(1+upe—1 T\ e
< h2X Ji /1 |F(51)F(32)| ’ 51 5 /Rg (X) x dx|ds dssy

1 1+ico  pl4ico (1 + u)sl -1 (1 + U)SQ 1 T -
<=/ |F<sl>F<82>|| - || (5 ) o da| dsudss.

Ecrivons alors s; = 1 + ity et s = 1 + ity. La troisieme intégrale peut étre
estimée par intégrations par parties successives :

/Rg (;) 25152 ] /Rg (;) p2Hilti=t2) g0

1 T p3ti(ti—t2)
3 (R s
X |/r X/ 3 -+ Z(tl - tQ)
1 T $4+i(t1—t2)
= — /g// <> N ; dl’ 5
X2 e” \X/) (4+i(t, —t2))B3+i(t, — t2))

en utilisant le fait que g, ainsi que toutes ses dérivées, sont a support compact, et
donc que les termes de bord sont nuls. Utilisant de plus que ¢” est bornée et que
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Iintervalle d’intégration est de longueur < X, on obtient

’ / (I) T P S
rI\X 1+ (t; —t2)?
On a également
(I4wu)y —1
<< R
S1 tl

car

h
+tl=ut2<K - +1K1

s1 1+t
(T+w)™ = 1] < |1 +w) e

et |81| = |1 +Zt1| 2 tl.

De plus,
14+u) —1 estlog(l+u) _ 1 s1|log(l 4+ u
( ) _ < |s1] log( ) <u< —.
S1 S1 |51] X
Donc
(I+u) —1 < mi h 1
& min| —
s X't
et donc

1+ic0 1+zoo h 1 ) h 1 X3
V< h2X / / | F'(s1)F(s2)| min (X tl) min (X t2> mdsldSZ

l+ico  rltico ’F 51 mln(X,t )HF SQ)IHIH(Q,%)
/ / 1+ (t — t2)?

dsidss.

En utilisant I'inégalité classique a? + b? > 2ab on a

Ltico pltico | F(s1)[?min (£ L) + |F(sy)? min (45, %
V<<—/ / (. 2) (&, g)dslds2.

1L+ (t; — to)?

On remarque que l'intégrale ci-dessus est égale a

d81d82

/1+zoo /l—Hoo |F(s1)]? min (XQ, t12> |F(s2)|? min ()%, %)
1+ (t; — tg)? 1L+ (t; — t9)?
1

Iico pl+ico |F(s1)|* min (X2, tlg) Ltico pltico | F(s2)[? min ()’g—i ?)
_/ / d81d82+/ / 2= dsidssy
L+ tl - t2> 1+ (tl — t2)2

. /1+z‘oo /1+ioo |F(s1)|? min ()’2—22, %)
1 1

d
11 (t —tp)2 20
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en inversant 'ordre d’intégration par le théoreme de Fubini.

Cette derniere intégrale vaut également

14400 h? 1 1400 1
F 2min [ —, — / ——d d
[ o () ([ et
1+i00 ] h2 1
< /1 |F(Sl)|2 min (}(27 t%) dsla

car la deuxieme intégrale est < 1 uniformément en t; > 0.

On a donc 2 2
1+ic0 1
2 .
V< ﬁ/l |F'(s)]” min <X2’ 152> ds.
Scindant l'intégrale a h, on obtient
1+z— X2 pl+ico |F(s)|2
v<</ F(s)ds + 5 /+X o ds.
On rappelle que 'on a h = X% et F(s) = 3 %, donc la premiere intégrale
n~X
vaut bien )
X176 )\
[
0 o

et la seconde vaut
+ZO:O /1+2"+1 | F(
0/ 1+2mi ( )

+oo 1 14-2iT
— / (s)|*ds
X ne 0 2” T>X T 1+4+4T

1+2iT

[F(s)[*ds

1427+
o [ TR

142ni %

\

14T

/2T
T

Finalement, on a bien

12X
x Js

leé
dt+ max
T>x1-6 T Jr

1
<5 Yo An)

r<n<z+X9




Le prochain lemme nous servira plus tard & majorer 'intégrale de (6) au voisi-
nage de 0.

Lemme 3 Soit A > 0. Alors on a uniformément en |t| < (log X)~4

Z i(n) <4 (log X)=4.

144t
n~X

Démonstration. Montrons tout d’abord que pour tout u € [X,2X] et tout B > 0,

> M) <5 (log X)) 8.

X<n<u

On a vu que par la version forte du théoreme des nombres premiers, on a

Lx)=> A
(#) = X M) <o ot )
pour tout B > 0.
Soient u dans [X,2X] et B > 0,

An) | _ | [ d(L(t)
ngun A t’
L) LX) | e L(t)
I _T+/)( tht’
< [Hw +‘L<;<>‘+ [,
S e N
B u(logu)B ~ X (log X)B x  t(logt)B+!
< ot 7 [(08(20)  — (og(X)) 7]

<p (log X)~*?

en appliquant la majoration (7) avec B pour les termes de bords et avec B + 1
sous l'intégrale.
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Soit maintenant ¢ dans {—(log X)=4, (log X )*A}. En appliquant la majoration

(7) avec A pour le terme de bord et 2A pour le terme sous l'intégrale, et par
intégration par parties, on a

2X
Al(n) _ / LN A(n)
o P xout \xGk, 0
1 A(n) aANX) X1 A(n)
= 4 — XS it . —=d
(2X) ,% n X o x ultd XS;Su n o
An)| 1 [t 24
— |+ =+ = X(log X
<4 7% n I Tx Y (log X)
<4 (log X)™ + (log X)™ + (log X)*.(log X )24
<4 (IOgX)_A7
oil on a utilisé le fait que |A\(X)| =1 et X >4 (log X)4. O

Le prochain lemme est une majoration d'un autre type de « polynéme de Di-
richlet ».

Lemme 4 Soient A > 0, 0 dans ]%, 1 et P et Q des réels tels que
exp((log X)) < P<Q <X,

Posons pourt € R,
1

14t ”

Pl +it) = Z

p<p<@Q P

Alors pour tout t € [-X, X], on a

log X

log X)~*
ey T8N

|P(1+it)| <a

Démonstration. Remarquons tout d’abord que dans le cas ot t est borné le résultat
est immédiat avec le théoreme des nombres premiers.

En effet, fixons un entier NV et imposons |t| < N. Alors

P(l+it)= > !

1t
pP<p<Q P

_/ 1=t (u))

(@) w<P> s [0,

Ql—Ht - pltit 2+it
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En utilisant la version faible du théoreme des nombres premiers c7(x) ~
d’ou

quand x — 400, on obtient I'estimation grossicre 7(z) < =,

Q
P(1+¢t)<<— + |t
P ulogu

1
——— + loglog X
< (log X)? + log log
log X

log X)~4

<A

car t < 1 ici.

Les choses se compliquent lorsque ’on ne borne plus t. Considérons maintenant
le cas |t| > 4. Pour ne pas avoir des termes de bords dans nos sommes (qui sont
de la forme ﬁ ou ﬁ et donc qui sont O((log X)~4)), on peut supposer que
{P} ={Q} = 3, ou {z} désigne la partie fractionnaire du réel z.

Posons k := @ et T := MTH Pour o > 0 on a d’apres la formule d’Euler

-1
C<5+1+“>:H<1—ps+11+it>

p

d’ou

-1
log((s + 1+ it) = log (H ( s+11+zt> )

p

1
- Zlog ( ps+1+1t>
- Z Z < kph s+1+zt)

+001

—Z ZP:TH)

par convergence absolue des deux séries.
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Ainsi d’apres la formule de Perron effective on a

1 k+iT Q° — P? 1 ey | 1 Q° — P?
L eggs 14 i@ L TSR | .
2 /n—iT og (s +1+at) S ° 2Um Ju—ir 7k Zp: ph(s+1it) 5 °

+oo 11 Kk+iT 1 Qs _ ps
, d
k 2im /{ iT zp: pklstitit) g °
- Z Z k(1+zt +0 <Z Rk)
P<p<
+o00 1
=P(l+it)+ R+ O <Z Rk)
k=1
ol
+oo 1
R = Z Z pk(l—f—zt)
P<p<
et
Q" pr

Ry, = Rj1 + Rjo = Zp: pk(n—i-l) (1 e ‘log %D + zp: pk(n+1) (1 + T ‘log %D .

Pour majorer R on écrit
00 1

= Z Z k(1+zt

k plpzqP

<<ZZ

k= 2n>P
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Maintenant nous allons majorer R;;. La majoration étant la méme pour Rio
on aura une majoration pour ;.

Tout d’abord,
Q" 1
= <Y

7t (L Tllog ) 5 prt (14T log )

car
log Q

QK‘ — glogX << 1
Scindons notre derniere somme en trois sous-sommes A, B et C'. On a

1

A=
K+1 Q
plios &1 P (1+ T [log )
1 &2 1
<<Tnz::2n/~t+1
< 1/+°° dt
T 1 thrl
1
kT
~ log X
=5

B est la somme sur les p « proches de Q ». On fixe J tel que 27 < Q3 < 271
(de sorte que J < log @@ < log X). Alors

1
B =
B afue ey 7 (L T o 2]

2J+1
1

< >

i Q(1r i jmea(e ) @ (L ) T (= log (14 37))

2J+1
<Y 9 n :
5 Q (14 5h) T/
<’
T
log X
i

Enfin, C est la somme sur les nombres premiers restants, c’est-a-dire vérifiant

<letp>2Q

log @
og —
p

33



Q 1
log; <1etp§Q(1+2J+1).
Or
0 p<Qet@Q<ep
log—| <14 ¢ ou
p p>Qetp<e@
Donc

C= > + > + >

2Q<p<eQ  2op<Q Q<p<Q(1+ﬁ)

< © + © +1/2J+1
QT QT QT
1 1
<<T+Q%T
log X
T )

ou les termes des trois sommes sont
1

prtl (1 +T ‘log %D '

Finalement on a log X
0
R« %_, .

Comme les majorations sont les mémes pour Rq on a

log X
Rl<<gT.

Maintenant, pour tout entier k > 2, on utilise l'inégalité 2* > kx pour = > 2,
qui nous donne, en majorant de la méme maniere que précédemment,

1log X
R -
<K L T ’
et finalement on a .

X1 log X
Z —Rr < .

i T

Donc
' 1 e+l QF =P 1  logX
14+dt) = — 1 14+it)=——d — )
P(1+it) ST 0g (s +1+7it) . s—i—O(P—l— T )
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Pour estimer cette intégrale, on va déplacer le segment d’intégration vers la

gauche, en utilisant la région sans zéros de Vinogradov et Korobov. On sait que ¢

ne s’annule pas pour o > 1 — . et |7] > 3, ou ¢ > 0. Nous allons

N o ~ 7 (loglr) ¥ (loglog )3 .
utiliser une région sans zéros légerement plus petite : la fonction  ne s’annule pour
o>1- - et |7 > 3.
(log |7[)3 (loglog |])
Ainsi, la fonction s +— log ((s+ 1 + it) est bien définie et holomorphe pour

1

Re(s +1+idt) >1— -
(log |Sm(s + 1+ it)|)5 loglog |Sm(s + 1 + it)]

soit pour
1

(log |Sm(s) + t|)3 loglog |Sm(s) +t|

Posons
1

(log X)% loglog X

Alors dans le rectangle Ry de sommets k — i1, k + i1, —og + i1 et —og — T, cette
condition est vérifiée car |Im(s) +t| < T + [t| < 2|t| — 1. Donc par le théoréeme
des résidus on a

Og - —

ki T s _ ps —o0—iT s _ ps
/ log C(s+ 1+ it) &= g — / M og (s +1+i) L g
T )T S

K—1 S

—oo+iT s _ ps
+/ ’ log ¢( 3+1+zt)Q7ds
S

oo—1tT"

k+iT s Ps
+/ log C(s +1 + i) &= g,
S

oo+iT

Or, en utilisant la majoration log ((s) < loglog |7| dans la région sans zéro, on a

‘/HHT log((s+ 1+ zt)Qs -7 < loglog 2X /K Q"du
oo+iT S T o0
_loglog2X (Q" — Q™
N T ( log ) >
log X
T
car
Q" K1
et
Q"< 1.
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De méme,

—oo—iT § — ps log X
/ ’ log((s—l—l—i-z't)Q ds < 222
K—iT S T
Rassemblant ces estimations, on a donc
. 1 ool Q= P logX 1
1+it) = — 1 1+ it)———ds+ O —
P(1+1it) Sir )i og (s +1+1it) ; s+ ( i P)
1 T Q—U()-‘riu _ P—Uo—}—iu IOgX 1
= — 1 — 14 a(t du + O — 1.
27T/_T 0g ((—og+ 1 +i(t +u)) E— u + < 7t

Enfin on a

Q—UO—H'U _ P—Uo+iu

T T
/ log((—og+ 1+ i(t+u)) du < loglog 2X P~7° /

—0g + u

du
\/ o8 + u?
1 /T d
=P log X— Y

— 2
90701 1+ %
0

T
< P7%(log X)*argsh () :

0o
En utilisant le formule bien connue
argsh(z) = log (x +V1+ x2)

on obtient

Q—UO—H'U _ P—Uo+iu

T T
/ log ((—oo + 1+ i(t +u)) du < P~ (log X)*log ( +4/1+
-

—0g + u
< P7°(log X)°

car T'< X et .
— = (logX)% loglog X.
0o
Or
1
P — exp (_ og P )
(log X)35 loglog X
(log X5
< exp ( log log X

<4 (log X)~*
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pour tout A > 0 car 6 > %

Finalement, pour tout A > 0, on a
log X
it +1

P(1+it) <4 (log X)™* +

car P > exp ((1ogX)9) d'ot § <4 (log X))~ O
Lemme 5 Soient (a,), une suite de nombres complezes et T' > 0. Alors

T
L

Démonstration. Posons

2

dt< (T+X) > lan|*

1<n<X

> o

1<n<X

O0sit<—-X

1—|—§si —X<t<0
it 1si0<t<T

—EEsiT<t<T+X

Osit>T+ X

La fonction f est a valeurs positives et vaut 1 sur [0,7] donc

r

2

T L
dt :/ f@) Y. ama,mn"dt
0

1<mn<X

[0 X e (2)

1<mn<X

e (2)

1<mn<X n

> an

1<n<X

ou '
F:xzw / f(t)x"dt.
R

On a F(1) = T + X et puisque f est a support dans [—X,T + X] on a pour

x#1
F( )</0 (1+t) ”dt+/T itdt+/T+X<1—t_T> i
T= -X X o 0 . T X o

=L+ L+ 1,

ol par intégration par parties on a
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1—£L‘IX 1 .’L’it 0 0 mz‘t p
L= e —/ /
! 1log X +X [ilogx]x ~x ilogw

1— g7 1 (XxiX 1-— xiX>

- ilog x +X ilogx + (log x)?
iT
L=——,
1log x
et
mi(T—&-X) o xiT T 1 T+X 33
13:,(1—1—)— t —/
tlogx X X zlogx zlogx
i(T+X) _ T T 1 i(T+X) iT FIT+X) _ il
zx.$0+)— @+Xfi Y ).
ilogx X X tlogx ilog x (log z)?

En sommant les valeurs de ces intégrales on a

1 — x—iX . :L,z'(T—i-X) + xiT 1
Flz) = < (logz)”

Donc pour tous entiers m,n < X avec m # n on a

P(3) < x (oe(3))

par croissance de la fonction log et car m +n < 2X.
Finalement, on a

2
1

T )
/0 Z annlt dt§ (T-'-X) Z |an|2—|—0 X Z \aman|m
1<n<X 1<n<X 1<m,n<X
m#n
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Or en utilisant 'inégalité classique 2ab < a® +b? et le fait que ﬁ < 1 pour
m,n entiers avec m # n, on a

1
X laman|— < X |an|?
1§T§71:§X T (m = n)? 15%)( "

m#n

< (T +X) Z |an|2

1<n<X

et donc
2

A< (T+X) > |a |

1<n<X

r

On obtient de méme
0
[,

en considérant la fonction g : t — f(t +T). O

Z a, nit

1<n<X

2
dt< (T+X) > lan)?

1<n<X

> an

1<n<X

On en déduit le corollaire suivant qui va intervenir plusieurs fois dans la dé-
monstration de (5).

Corollaire 3 Soient (a,), une suite de nombres complexes et T > 0. Alors

[y &
_7 nl+it

1<n<X
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent a la suite (b,,),, définie par

dt<(T+X) >

ap
bn = f]l[XQX].
n

On obtient alors

! a 2d ! b 'tzd
u t:/ W dt
/_T n%( ni+e -T 1§n§§:2X !
T b 2
:/ Sl a
T |1<n<ox
< (T +2X) Z |bn\2
1<n<2X
<(T+X) > |bf
1<n<2X
‘anP
=(T+X) > —
n~X n
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ol le passage a la seconde ligne se fait par le changement de variable t — —t. [
Il nous reste maintenant un dernier lemme a montrer avant d’avoir tous les

ingrédients pour obtenir la majoration (5). On voit d’apres le Lemme 2 qu’il suffit
de majorer des intégrales de la forme

T
1%
Lemme 6 Soient § > 0. Alors pour € > 0 assez petit on a

T An) [ T T
/0 Z nltit ~ 1) + x1-5"

X (log X)3—= <X 2
Démonstration. Le Corollaire 3 donne

An) [

nltit

dt <.

2

Tl Aln) (A(n)?
~| dt T+X
J X | @< @) 3 =5

1
=(T+X)Y —
n~X n

(L)

e :
. . 1 T T
Ce dernier majorant est <. )b (Y + 1) + -3 quand T" > X, donc on

peut supposer 7' < X dans la suite.
Posons Ty := (log X ). Par le Lemme 3, en choisissant A = 20, on a

/TO Z A 1(n)

2 To
ﬁ«/(mxw%
0

n~X
= (log X)~"°
<1<T+O+T
" (log X)3 e \X X1-3

car ce dernier terme tend vers +oo quand X tend vers +oo avec T' < X.

On va maintenant étudier

An) [

pltit

/T
To

Posons P := exp ((logXﬁ“) et Q := X35. On va décomposer la somme

>

n~X

A N . . . . .
> nl(fi)t de facon a faire intervenir les facteurs premiers de ces entiers n ~ X,
n~X
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pour utiliser la formule du crible du Corollaire 1 et le résultat du Lemme 4.

Tout d’abord on a clairement

Aln AMn An
Z 1<+z)t - Z 1(+z)t + Z I(Jrz)t
n~X n n~X n n~X n
Ipe[P,Q],p|n pln=p¢&[P,Q]

Considérons un entier n ~ X admettant un diviseur premier p € [P, Q)] et
notons m = %. On a donc une décomposition de n sous la forme mp avec p € [P, Q]

et m ~ %. Or si m admet également un diviseur premier g € [P, @], alors n admet

également la décomposition q. (%p) avec (%p) ~ %. Dans ce cas, si ce diviseur

premier g de m est unique, l'entier n sera compté deux fois dans la somme

ZZ

PEpeQ mp 1+zt

a cause des deux décompositions précédentes. Plus généralement, dans cette der-
niere somme, Uentier n sera compté card(p € [P, @], p|n) fois, ou encore card(q €
[P, Q] premier, gm) + 1 pour les m correspondant. On a donc

A(mp)
20 1))

P<p<Q X (card(q € [P, Q] premier, g/m) +
P

A(n)

Z plrit

n~X
Ipe[P,Q], pln

1 A(m)

= P%;Q plit mzN:X (card(q € [P, Q] premier, g|m) + 1)m!+i
p
car A\ est complétement multiplicative et A(p) = —1 pour tout nombre premier p.
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A(m)
card(q€[P,Q] premier,qlm

En notant a,, = 751 on obtient

2 2
T An) | T 1 U T A(n)
Amg/ | | gt + A
~/To ngX nl—‘rzt Ty PS?ZSQ p1+zt m;); ml—f—zt Ty p|n£p¥¢)fp 0 nl-‘rzt

T 1 A, A(n)
+ 2 Z 1+t Z mltit Z nltit dt

To |\ p<p<q P X
<p<Q me = n~X
P pln=p¢&[P,Q]

2 2
T 1 A T A(n)
< / A —| dt + :
To PSpZSQ p1+zt m;)( ml—f—zt To ngX nl-‘rzt
P pln=p¢&[P,Q]
2\ %
T 1 A T A(n)
+2/ , g / ‘
Ty P<§p:KQ pl—f—zt m%;{ mlitit To n;{ nltit
- P pln=p¢&[P,Q]
9 2
T 1 A T A(n)
< Z 1+it Z mitit dt + T n;{ nltit dt,

To |p<p< P X
== R pln=pg¢[P,Q]

ot on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité classique 2ab < a® + b?.
Pour évaluer la seconde intégrale, on agrandit l'intervalle d’intégration et on
utilise le Corollaire 3 :

2 2
r A(n) r A(n)
L gt / .
pln=p¢[P,Q] p|ln=p&[P,Q]
1
<(T+X) Y —
n~X n
pln=p¢&[P,Q]
1
<(T+X)53 > oL

n~X
pln=pg&[P,Q]

dt

D’apres le Corollaire 1 cette derniere somme est < X igig. Or P =exp ((log X )§+5)

et ) = Xg, donc
log P 1

< .
log @  (log X)3~=
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Ainsi

T A 1 T
[l e 1ty
To nox o n (log X)s—¢ \ X

p|ln=p&[P,Q]

Il nous reste donc a majorer

Iy ey
T plit mltit
0 P<p<@ mw%
Pour ce faire, on va scinder cette somme de sorte a séparer les sommes en p et les
sommes en m.
Posons H := (log X)°. Pour s complexe on a

[ 1 Am,
- z - ¥ > - xr o=
<p< 1 j i+ j+ j
<p<L@Q [ H log P| SJSHIOng%SPSeJT Xe T <m<oxe F
P<p<@Q mw%

En enlevant la condition m ~ % dans la troisieme somme, il n’y a plus de dépen-
dance en p, et on peut scinder la somme totale en la somme d’un produit d’une
somme en p par une somme en m, et le seul chevauchement concerne les entiers
de la forme mp se trouvant dans [Xe~#, X] ou dans [2X,2Xew].

Ainsi, en posant

1
Qju(s) = —
g mp
H<p<e H
et a
Fin(s) = > ﬁ;
_J+l 4
Xe H <m<2Xe H
on peut écrire
a d d
> - Z — = > Qiu(s)Fjm(s)+ ETZJF > oo
P<p<Q ¥ maX | H log P|<j<HlogQ Xe~ T <m<X 92X <m<2XeH

ou les d,, sont des réels (uniformément) bornés qui correspondent a ces chevau-
chements.
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Utilisant les mémes inégalités que précédemment on a

2 2
T 1 Qm . .
1Y Y ] a< S Qul+i)Fu(1+it)| de
To |p<p<q P mN% m To |Hlog P|<j<HlogQ
2 2
T d T d
sl [ A
+ T 122 m1+zt + To Z L m1+zt
Xe H<Im<X 2X<m<2XeH
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
2
> Qiu(l+it)Fju(1+it)| < > 1
|Hlog P|<j<HlogQ |Hlog P]<j<HlogQ
X > Qju(1+it)*Fj (1 +it)?

|H log P|<j<HlogQ
lo . :

< H, gg S QL+ i) Fa(l +it)?
0847 | Hlog P|<j<HlogQ

2
< HlOgQ Qin(1+it)*Fy (1 + it)?
- log P - 7

pour un certain j € [|Hlog P|, H log Q] réalisant le maximum des termes de la
somme.
Donc

2
T 1 U, log @ 2T 9 o
. | at< (H / (14 )2 F; (1 + it)2dt
/ Z 1+it m; mitit <<< logP> . Qjr(1+it)"F (1 + it)

To \p<p=@ P
2 2
+ / ' > | gy / ' > | gy
To h mlitit To N mlitit
Xe H<m<X 2X<m<2XeH
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Puisque les d,,, sont (uniformément) bornés, on peut encore une fois estimer
ces deux dernieres intégrales grace au Corollaire 3. On obtient

2 2
T d T d
MU / I
/To IZ ml—f—zt T IZ ml—Ht
Xe H<m<X Xe H<m<X
|dnl”

< (T+X) >

_ 1
Xe H<m<X

< (T+ X));2 (X — Xe)

< (L)
X H

~ Ty ()

m2

en utilisant 'inégalité e >1— %
De méme

2 2
A

T d. T
/ Z 11t dt < / Z 1+t
To L m -7 . m
2X<m<2XeH IX<m<2XeH

<(T+X) >
2X§m§2Xe%

< (T+X)§2 (Xew — X)

<L)
X H

| ]*

m2

car comme % <1lona

é—1+1+1<1>2+
Y TRV
<1 t(14tiy )
=T EU T
e
=1+
7
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Maintenant, majorons Q; g(1 + it) pour Ty < ¢t < T.On a j > |HlogP| >
HlogP —1et P =exp ((log X)§+€> donc

De méme j > Hlog (@ et Q:X% donc

j+1 HlogQ+1
H

|-

e
= Qe
<e@
< X.

Enfin, ¢ < T < X donc en appliquant le Lemme 4 on obtient, pour tout A > 0

Qu(l+it) = 3,

Or ¢t > Ty = (log X)' donc
Q;u(1+it) < (log X)™°.

Donc, en utilisant une derniere fois le Corollaire 3, on a

T T
/Tij,H(1+zt)Fj,H(1+z't)|2dt<<(1ogX)*18/T |Fy (1 + it) | dt
0 0
2

T a
— (log X)™18 / m_| gt
(Og ) T . Z ; ml—i—zt
Xe TH <m<2Xe T
—18 -4 a?n
< (log X) ™" (T + Xe™#) le o
Xe  H <m<2Xe H
i 1
< (log X)™ 8 (T + Xe 7 _
(log X)~* ( ) <3
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Or j < Hlog @ donc ofr SQ:X%. Donc

T T 1

(143t F; g(1+it)) dt ,

Jry Qs Fs 0 40 i < g+ e

Donc on a
2
T 1 a 1 T T 1

o (Z41) |
/TO P<1'Z<Q pr mgx mivit| S (logx)p \X ) T T T llog X

1 1 T 1 T
Comme 5 > g—s,onam(inLl) <<m(y+l),etcommeT§X,

on a que % — +00 quand X tend vers +oo donc 0 ?X 5 < —L. Donc
x1-3 g X) x1i-3

2

T 1 a 1 T T
: L G — R | [ 9
/ Z 144t mgx m1+zt < l_¢ (X + > + Xl_é ( )

To |pSpeq P (log X)3

En rassemblant nos estimations (8) et (9), on a

Tl An) [ 1 T T
/ > 1(_7:1 dt<<51<+1)+5.
To |pox M (log X)s—= \ X X'~
Enfin, on a vu que

T A(n)|? 1 T T

: dt<<5< +1)+,

/0 Z nltit (logX)i—s X Xl—g

n~X
donc on obtient finalement que

5 Mof

n~X

3) Fin de la preuve

On peut maintenant finaliser la démonstration du théoreme de Matomaki et
Radziwitl.

Proposition 4 Soient § et £ > 0. On a
2

2X | 1
/X w2 A

z<n<z+X9%

dr <,

(log X))~

47



Démonstration. D’apres le Lemme 2 on a

12X
xh
Or d’apres le Lemme 6, on a

x1-4 2 1 X1—5 X1—5
d <. i +1]+
/0 (log X)37¢ ( X ) xi-3

2

lets
dr < / Aln)
0

nltit

2
dt + max
T>x1-5 T Jr

>

n~X

& X W

r<n<z+X9

Rl

n~X

1 _s _s
1
L T
(log X)37=

De méme, d’apres le Lemme 6, pour tout 7 > X'~ on a

X0 p2r | o A(n) [ X1-0 1 2T 2T
)| at <. ( 1)
T /T ng:X ntte T (logX)%_6 X R x1-3
1 X1—6
<<1<2X‘5+ >+2X—3
(log X)s~*
1
L — 1
(log X)37=
donc )
X1=0 por A(n)
A s T Z 1+it dt < Mo Y\E—¢"
> T |.ox N (log X) 3
Ainsi on a bien
ISy )
— n rTLl, —————.
X X6 r<n<z+X9 (IOg X)%_E

Théoréme 17 (Matomiki et Radziwill, 2015)
Soit 6 > 0. Pour presque tout z € [X,2X], on a

> An) =o(X°)

z<n<z+X9%

quand X — +00.
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Démonstration. D’apres la Proposition 2 il suffit de montrer que pour tous 9, > 0
on a

2
2x | 1 X
/ — Z An)| dr <. —————
X X0 r<n<z4+X9% (log X) 3¢
ce qui est le résultat de la Proposition 4. Il
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Annexes

A. L’intégrale de Stieltjes

Le formalisme de l'intégrale de Stieltjes permet de faciliter les manipulations
d’intégrales de fonctions en escaliers, comme par exemple les fonctions 7 ou L. On
peut ainsi effectuer des intégrations par parties sur ce genre d’intégrales sans passer
par une décomposition en les points de discontinuité puis des transformations
d’Abel. 1l faut savoir que l'intégrale de Stieltjes englobe également l'intégrale de
Lebesgue, mais ce n’est pas 'utilisation que nous en avons ici.

Définition 18 Soient a et b des réels avec a < b, et soient « et f des fonctions
de [a,b] dans R.
Notons A l’ensemble des couples (0,€) ot o est une subdivision

a=20 <11 <+ <Tp1<xTp=0>b

de [a,b] et & est un n-uplet de points &; de |a,b] tels que pour touti € {0,...,n—1},
x; <& < xi41. Pour une telle subdivision o de [a,b], posons

6(0) = sup (i1 — ).
0<i<n—1

S7 la limite

ool &5 ()00 =)
(CARIISIAN

existe, on appelle celle-ci l'intégrale de Stieltjes de f par rapport a o de a a b et
on la note

/ab f(z)da(x).

Cette définition s’étend bien siir par linéarité a des fonctions a valeurs com-
plexes.

Les propositions suivantes (dont on peut trouver les démonstrations dans [4],
chap. 1) permettent de justifier les intégrations par parties faites dans le mémoire.
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Proposition 5 Soient a et b des réels avec a < b, et soient f et a des fonctions
de [a,b] dans C. Si f est dérivable sur |a,b] et si lintégrale de Stieltjes de a par
rapport a f de a a b existe alors on a

b

[ atwyir@) = [ o) @i

a

Proposition 6 Soient a et b des réels avec a < b, et soient f et a des fonctions
de |a,b] dans C. Si f est continue sur [a,b] et si « est a variation bornée sur [a, b]
alors l'intégrale de Stieltjes de f par rapport a o de a a b existe et on a

b

[ #x)dota) = f0)0(b) ~ fl@)ata) ~ [ alx)df ()

a

Remarque : En particulier si @ est une fonction en escaliers, elle est a variations
bornées. On peut alors voir une somme de la forme

Z a,b(n)

M<n<N

ou b est une fonction continue comme

/A;V b(t)d (n% an) .

Voici maintenant une application simple de ces résultats :

Théoréme 19

On a
1
Z — ~loglogx

p<z

quand x — +00.

Démonstration. Par la version faible du théoréeme des nombres premiers on a

m(x) = gz +0 <(logx)2) .
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Ecrivons

1 red(w(t))
p%p_/z t
m(x) w(2) @ m(t)
R
:/: 7Tt(2t)dt+0(1)

[t odt L0 /l‘ dt
~ Ja tlogt 2 t(logt)?

@ dt
—loglogz —loglog2+ 0 [ =
oglog x — loglog —i—O( , t(logt)2>

= loglog z + o(loglog x)

quand x — +o0, d’ou le résultat, le o(loglog ) provenant du fait que U'intégrale
est convergente. 0
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B. Les séries de Dirichlet

Définition 20 On appelle série de Dirichlet toute série de fonctions de la forme

Z‘Lﬂ

7
n ns
ot (a,), est une suite de nombres complezes.

Par une transformation d’Abel, on peut voir que si une série de Dirichlet
converge en sg = 0y + 17 alors elle converge pour tout s = o + i1 tel que o > oy.
Il en est de méme pour la convergence absolue, et il est donc naturel de définir les
abscisse de convergence et abscisse de convergence absolue d’une série de Dirichlet.

Définition 21 Soit 3 = une série de Dirichlet. On définit son abscisse de conver-
gence par "

. a
o, :=inf{z € R,Y = converge},
n ns
et son abscisse de convergence absolue par

a,
0, :=inf{z € R,>  — converge absolument}.
n ns

L’exemple le plus simple de série de Dirichlet est la fonction zéta de Riemann,
correspondant au cas ou la suite (a,), est constante, égale a 1. Celle-ci permet
d’exprimer facilement certaines autres sommes de séries de Dirichlet. On a par
exemple

R
(o)~ w 7
(2s)_ A 1
() 2w 779
(o=1) _ e
& = w @22

ou p désigne la fonction de Mobius et ¢ désigne 'indicatrice d’Euler.

On a alors les résultats faciles suivants :

Théoréme 22
Soit Y, 2 une série de Dirichlet d’bascisse de convergence o.. Onao. <o, <
o.+ 1.
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Démonstration. Clairement, o, < o,.
Soit € > 0. Comme la série }° —2=- converge, on a
n

oc+te

a, < n’te,

Donc
Qp, 1

noectl+2e < nl-i—a’

>
— noc+1+2s

et donce la série

converge absolument.
On a donc o, < 0.+ 1+ 2¢, d’ou le résultat en faisant tendre e vers 0. O

Théoreme 23
Soit 3- % une série de Dirichlet. Soit so = g +i7g tel que la série 3 % converge
n n

absolument. Alors la série converge normalement, et donc uniformément sur
Q2 :={s € C,Re(s) > o9}
Démonstration. Cela découle du fait que

Vr > 0,Vz € C, |27 = 2%,

On a
|an| 2 | n|
Z sup |- Z su Z
—1 s€Q =1 SEQ
par convergence absolue de la série en sg. O

Théoréeme 24
Soit - %% une série de Dirichlet d’abscisse de convergence o. et de somme F.
n

Soient € > 0 et oy dans |o., 0.+ 1].
Alors on a uniformément pour g < o0 < 0.+ 1

F(s) < |77 (7] > 1).

Démonstration. On va supposer 0 < € < gy — 0., le résultat sera a fortiori vrai
pour € plus grand. Posons pour ¢t € R




On a donc
A(t) = F(o.+¢)+o(1)

quand ¢t — +o0.

Pour 0 > og et N € N* on a

Fs) = |3 24 [ etemeeaqa(r)
n<N ns log N
“+o00
<yl +’ N*=7=¢ A(log N) + (s — 00 — &) / A(t)e~t == gy
n<N ne log N
|ay| —(0—0e— |ay| Hoo -
< enl 4 N(o=oee) —— 4 |s—0.—¢ e to—oe=e) gt
_EV o T %nw | | fo @
Or
|a,| < 7',
donc

|an|
> <Y 1<N
n<N noete n<N
et

Z | n| < Z NO’C—O'+E<<N1 (o—0c)+e

n<N ne n<N
De plus, puisque A(t) tend vers une limite finie en +o00, on a A(t) = O(1), donc
o oo N—(o—oo)+e
/ ‘A(t)‘eft(sfacfe)dt < eft(afa'cfs)dt e —
log N log N O —0,— ¢

Finalement, on a

- N—(O’—O’c)+8
|F(s)] < Ni-toente 4 |87 0 = <]

o—0,—¢
< Nl (U ‘7'0)4"E +N (U Oc +8 |T|N i UC) :
o—0,—¢€
< Nl—(a—oc)—I—a + |T|N—(a—ac)+e
car0<e<oyg—o.<0— o0,
En prenant N = ||7|| on obtient le résultat. O
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C. Les théoremes de Mertens

Le but de cette annexe est de démontrer les deux théoremes de Mertens utilisés
dans la section 1.5).

Théoréme 25 (Premier théoréme de Mertens)

On a |
o
> 8P _loga + O(1).
p<z
Démonstration. Soit « > 1 dans R, posons n := |z|. On va estimer de plusieurs

manieres différentes la quantité log(n!). Tout d’abord on a

log(n!) = zn: log (k)

:/nlogtdw
1
:/nlogtdt—/nlogtd{t}
1 1
nat
:nlogn—n+1+/ {t}dt
1

d’ou
nlogn —n+1 <log(n!) < (n+1)logn —n+ 1. (10)

Ensuite on a
log(n!) = > wvy(n!)logp

p<n
ou v, désigne la valuation p-adique. Or par la bien connue formule de Legendre
(qu’on peut retrouver par une simple inversion d’ordre de sommation) on a pour
p premier

) =3 H -

k=1 LP
En utilisant 'encadrement y — 1 < |y| <y pour y réel, on obtient

n< (n!) < n n n
——1<v,nh <-4+ —
p 8 p pp—1)
et donc
l l |
TLZ ng_Z]ogpglog(n!) STLZ ng—l—nZﬂ‘ (11)
p<n p<n p<n P p<n p(p—1)
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Utilisant une astuce d’Erdos?”, on remarque que tous les nombres premiers

dans U'intervalle |n, 2n| divisent le numérateur de (27? > = Ei?))zl donc
2n
II »I{" )
n<p<2n n
Or on a
2
n
donc
II p<4,
n<p<2n
d’out
Z logp < nlog4.
n<p<2n
On en déduit par récurrence
Z p < nlog4.
p<n

Utilisant (8) et (9) on obtient
logp

nz —— —nlog4 < nlogn
p<n P
et donc 1 l
Z o8P _ Z o8P <logx + log4.
p<z p p<n
De plus on a
+o0
Z log p < Z logm

p<n plp—1) = ;Zm(m—1)

R rlog 2
<> > T

r=192r-1<m<2r m(m - 1)

+o0

-3

r=1

= log 4.

rlog 2
27"

Donc en réutilisant (8) et (9) on a

1 1 1
> ngzz ngZlogn+——(1+10g4)Zlogx_(1+10g4)
n

p<e P p<n P

27. Paul Erdos (1913-1996)
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et finalement on a bien

> logp _ logz 4+ O(1).

p<z

Théoréme 26 (Second théoréme de Mertens)

On a X .
e—C
R 1
g( p) 10g:v< +O<log93>>7

ot ¢ > 0 est une constante.

Démonstration. Tout d’abord on a pour z > 2

L R S C)
,;p_lg(npgx@—l)) LR TP

ou

et ol

:2(x—1)§>:k§ojopk
2(x — 1)

S,;?p(p 1)
(z—1)

<2 i)

_x—l

E]

<1

De plus on a vu dans 'annexe A que

> L log log x

p<z
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quand x tend vers +oo. En fait on va montrer que pour x > 2 on a

1 1
Zzloglogx—l—cl—{—O( )
log x

p<z

ouc; > 0.

En combinant les deux estimations précédentes de Y
p<w

1 on obtiendra bien la

résultat souhaité avec ¢ = ¢g + ¢;.
Par le premier théoreme de Mertens, on a que

R(t) = 3152 o6t — 0(1).

p<t

On peut écrire

/ logp
p<x 2 logt p<t

~ ) tlogt+/z logt

= loglog x — loglog2 +

R(x) R@) / R(t)

logz log2 J2 t(logt)?

par intégrations par parties.
En notant R := sup |R(t)| on a
t

+00
R(z) _/ R(t) il < 2R _0 1 ‘
logz Jo  t(logt)? log x log

Finalement, en prenant

2 +oo
c1 := —loglog2 — & +/
log 2 2

R(t)
t(logt)?

on a bien le résultat attendu. O
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