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Partiel du 13 novembre 2020
Dans tout le partiel R désigne un anneau commutatif unitaire.

1. PROJECTIVITE

Soit P un R-module projectif de type fini. Montrer que P est de présentation
finie.

2. NOETHERIANITE

Soit I et J deux idéaux de R. On suppose que R/I et R/J sont des anneaux
noethériens, montrer que R/(1 N J) est un anneau noethérien (indication : penser
module plutot qu’anneau).

3. UNE PROPRIETE DES MODULES PLATS

Soit M un R-module plat. L’objet de I'exercice est de montrer la propriété sui-
vante : pour toute suite exacte

0>U3 VI M=0

et pour tout R-module N, la suite :

0 UQN N veN 2N yreN -0

est exacte.

1. Soit L un module libre, muni d’une surjection p : L — N. Soit K = ker(p), et
1 : K — L l'inclusion. Montrer que les suites :

u®1 g

UK 5 veo KK 2% oK —0
et
0 UL yverL Xy oL -0

sont exactes.
2. Montrer que ker(u ® 1x) C ker(1ly ® 7).
3. En déduire qu’on a le diagramme commutatif a lignes exactes :

0 — U K)/ker(u®1x) 225 VoK 225 MoK —s 0

1U®ll 1V®iJ, 1M®iJV

0 —— U®L Ol veorL 222 ML —s 0

4. Conclure.



4. GENERATEURS

Si M est un R-module, on note g(M) le cardinal minimal d’une famille génératrice
de M (g(M) peut étre infini).
On suppose qu’on a une suite exacte de R-modules :

0—=U—=V->W-=0
1. Montrer qu’on a g(V') < g(U) + g(W). En particulier, si U et W sont de type
fini alors V' aussi.
2. Donner un exemple ou ¢g(V) < g(U) + g(W).

3. On suppose que U et W sont de présentation finie. Montrer que V' est de
présentation finie.

5. PRODUIT TENSORIEL ET MODULES PROJECTIFS

Soit P et () deux R-modules tels que P ® () ~ R™ pour un n > 1. Soit L un
module libre tel qu’il existe une suite exacte 0 - K — L — P — 0.

1. Montrer que R"®»im(K ®Q - LR Q) ~ L& Q.

2. Montrer que P et () sont projectifs.



