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Dans tout le sujet R désigne un anneau commutatif unitaire.
Le sujet est long afin de couvrir tout le cours, il n’est pas nécessaire d’aborder
tous les exercices pour avoir une bonne note.

1. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES
Pour chacune des questions suivantes, donner un exemple vérifiant la propriété
donnée (en le justifiant).

1. Un anneau R, et une suite exacte 0 - U — V — W — 0 de R-modules tels
que V n’est pas isomorphe a U & W.

2. Un anneau R, et deux R-modules non nuls M et N tels que M ®r N = 0.
3. Un anneau R, et un R-module M qui n’est pas plat.
4. Un anneau R, et un R-module M qui est projectif mais pas libre.

2. QUESTIONS DE PLATITUDE

1. Soit M et N deux R-modules. Montrer que M @ N est plat si et seulement si
M et N sont plats.

2. Soit I un idéal de R. Montrer que si R/I est plat sur R, alors [ = I

3. Soit I un idéal de type fini d’'un anneau R, tel que I = I?. Montrer qu’il existe
e € I idempotent (c’est-a-dire e = e) tel que e engendre I. Indication : on pourra
chercher un e € I tel que (1 —e)l =0.

4. Soit e un élément idempotent de R. Montrer que R est isomorphe a R/(e) x
R/(1 —e).
5. On suppose que R est de la forme Ry X Ry, ou R; et Ry sont deux anneaux.

Montrer que Ry et Ry sont des R-modules plats (ou R; est un R-module via la
projection canonique R — R;).

6. On suppose encore R = R; X R,. Montrer que tout R-module est plat si et
seulement si tout R;-module est plat et tout Re-module est plat.

7. Montrer que si R est un produit fini de corps, tout R-module est plat.

8. On suppose que R un anneau noethérien, tel que tout R-module est plat. Mon-
trer que R est un produit fini de corps.

3. SOUS-MODULES ISOMORPHES

1. Soit P le Z-module Z x Z/27. Soit M = 27 x Z/2Z et N = Z x {0} des
sous-modules de P. Montrer que M et N ne sont pas isomorphes, et que P/M et
P/N sont isomorphes.

2. On suppose maintenant que R est un anneau principal. Soit » > 1 un entier, et
M et N deux sous-modules de R". Montrer qu’il existe un automorphisme f de R"
tel que f(M) = N si et seulement si R"/M et R"/N sont des R-modules isomorphes.



4. SATURATION ET LOCALISATION

On dit qu’une partie multiplicative 1" de R est saturée si T vérifie la propriété
suivante : si a et b sont dans Ret abe T, alorsae T et beT.

1. Soit S une partie multiplicative de R. On note S = {a € R,3b € R,ab € S}.
Montrer que S est une partie multiplicative saturée de R contenant S.

2. Montrer que S est Uensemble des éléments de R qui deviennent inversibles dans
S7R.

3. Montrer que pour tout R-module M, on a une application canonique wu :
S=IM — S~'M qui est bijective.

5. AUTOUR DE LA TORSION

Dans tout cet exercice R est un anneau inteégre, et K désigne son corps des frac-
tions. Les questions 2 a 6 sont indépendantes.

Si M est un R-module, on rappelle qu’on note My, le sous-module {x € M, Ja €
R,a # 0,ax = 0}. On dit que M est sans torsion si M, = 0.

1. Montrer que M,,, est le noyau de 'application naturelle M — M ®g K. Donner
un isomorphisme entre M ® K et (M /M) ® K.

Si M est un R-module de type fini, on appelle rang généralisé de M, et on note
rg(M) = dimg (K ®@g M).

2. Montrer que si M est un R-module de type fini contenant une famille libre de
cardinal n, alors rg(M) > n.

3. Montrer que si I'on a une suite exacte 0 - M — N — P — 0 de R-modules
de type fini, alors rg(N) = rg(M) + rg(P).

4. Montrer qu'un R-module M de type fini sans torsion est isomorphe a un sous-
module de R&M),

5. Montrer que si M et N sont deux R-modules de type fini, et xt € M et y € N
sont tels que r ® y = 0 dans M ®g N, alors x € M, ou y € Ny,

6. Soit M un R-module de type fini sans torsion, tel que rg(M) = 1. Soit u €
Endg(M). Montrer qu'il existe a € K tel que u est la multiplication par a, et que a
est entier sur R.

6. NORMALISATION DE NOETHER

Pour chacun des anneaux R suivants, trouver un n > 0 et des éléments tq,...,1,
dans R qui sont algébriquement indépendants sur C et tels que R est fini sur

Clt1, ... tn.
1. R =C[X,Y]/(XY — 1)
2. R=C[X,Y, Z]/(XZ)



