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TD 6 : Formes quadratiques sur R et C

Exercice 1 — Déterminer la signature et le rang des formes quadratiques
réelles suivantes :

1. f(x,y, 2) = 22% — 2y* — 62% + 3wy — 4wz + Tyz2.

2. f(A) = Tr(A?) pour A € M,(R).

3. f(A) A)? pour A € M,(R).

4. f(A) YAA) pour A € M,(R).

Pour chacun des trois derniers exemples, donner un sous-espace de di-

mension maximale sur lequel f est définie négative, et un sous-espace de
dimension maximale sur lequel f est définie positive.

= Tr(
= Tr(

Exercice 2 —[Inégalité de Cauchy-Schwarz|

Soit ¢ : ¥ — R une forme quadratique réelle positive. On note ¢ la forme
bilinéaire symétrique associée.

1. Montrer que pour tout (z,y) de E x E, p(z,y)* < q(x)q(y).

Indication : considérer le polynome t — q(x + ty).

2. Dans cette question, on suppose de plus g définie. Montrer que 1’égalité
n’est réalisée que si x et y sont proportionnels.

3. Montrer que ker(q) = C(q).

Exercice 3 — Soit ¢ une forme quadratique réelle.

1. Montrer que g est anisotrope si et seulement si ¢ est définie positive ou
définie négative.

Indication : si x ety sont tels que q(x) < 0 et q(y) > 0, que peut-on dire
det— q(x+ty)?

2. Montrer que ker(q) = C(q) si et seulement si ¢ est positive ou négative.

Exercice 4 —[Autour de la décomposition polaire]

1. Soit A, B, C dans ST (R) telles que A = B? = C?. Montrer que
B=C.

2. En déduire I'unicité dans la décomposition polaire : Soit A dans GL, (R).
Montrer qu’il existe une unique matrice S symétrique définie positive et une
unique matrice € dans O, (R) telles que A = SQ.



3. Montrer que O,(R) est un sous-groupe compact maximal de GL,(R)
(c’est-a-dire : si K est un sous-groupe compact tel que O,(R) C K, alors
K = 0,(R)).

4. Montrer que toute matrice A de M, (R) s’écrit SQ avec €2 une matrice
orthogonale et S une matrice symétrique positive. (On pourra utiliser la
densité de GL,(R) dans M, (R).) Montrer par un exemple que Q et S ne
sont pas uniques en général.

Exercice 5 — Soit A = (1 %) € My(C). Vérifier que A est symétrique,
et non diagonalisable. Quelle étape de la preuve de la diagonalisabilité des
matrices réelles symétriques ne s’applique pas ici?

Exercice 6 —/[Signature et mineurs principaux]

Soit ' un R-espace vectoriel de dimension n et e = (ey, ..., e,) une base
de E. Soit ¢ une forme quadratique sur £/, de matrice M dans la base e. Pour
1 <k <n onnote Ay = det((m;;)i;<k); les Ay sont les mineurs principaux
de M.

1. On suppose que A,,_; # 0. Montrer qu’il existe aq,...,a, 1 dans R
tels que u,, = e, — > ;. ;e; est g-orthogonal a ey, ..., e,_1.

2. On suppose que A,,_; # 0 et on note (7, s) la signature de la restriction
de ¢ a Vect(ey,...,e,_1). Montrer que :

a.si A, =0, ¢ est de signature (7, s),
b.si A, est de méme signe que A,_1, ¢ est de signature (r + 1, s),

c.si A, est de signe opposé a A,,_1, ¢ est de signature (r,s + 1).

3. On suppose que A; # 0 pour tout 1 < i < n. Montrer que ¢ est de
signature (n — s, s) ou s est le nombre de changements de signe dans la suite

(17A17A27 s 7An)‘

Exercice 7 —/[Signature d’une forme quadratique sur un corps fini]
Soit p un nombre premier différent de 2 et F, = Z/pZ le corps fini a p
¢léments. Soit o € F)' qui n’est pas un carré.

1. Montrer que Va,b € F, I'équation ax? + by? = 1 a toujours des solu-
tions dans ).
Indication : Il y a exactement %1 carrés dans .

2. Montrer que toute forme quadratique non dégénérée sur un [F,-espace
vectoriel de dimension 2 est isomorphe a une forme quadratique donnée par
la matrice I ou par Diag(1, «).

3. Montrer que toute forme quadratique non dégénérée sur un F,-espace
vectoriel de dimension n est isomorphe a une forme quadratique donnée par
la matrice I,, ou Diag(1,...1, @).



